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一、基本解法：

1. 變數變換法：這種方法多適用於只有一個獨立變數的情形；主要的技巧是把原來的方程式經過適當的變數變換而得到一個或多個函數方程式，使得原來的函數方程和新得到的函數方程式形成一個含有未知函數的函數方程組，然後再用消去法（或行列式法）來解這個函數方程組以得到欲求的函數。一般而言，對於函數方程
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其中
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為已知函數，如果存在一個
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，即可用上述的方法求解。 
事實上，若要解函數方程
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是已知函數）時，可設
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的反函數存在時，求出反函數
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；將它們代回原來的方程式以求出
[image: image12.wmf])

(

x

f

；但若
[image: image13.wmf])

(

x

j

為未知函數時，這個方法就不能用了。
【註】 在使用變數變換法解函數方程時，必須力使函數之定義域不產生變化。

  例一：解函數方程
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   【解】：令
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             即  
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             代入(1)式，易知其滿足方程式。                    
【註】：不論用什麼方法解函數方程，最後一定要檢驗所得到的解是否滿足原來的函數方程。這在正式的競賽時是列入計分的，切記！

  例二：解函數方程
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  【解】：令
[image: image20.wmf]1

,

0

,

1

¹

-

=

y

y

y

x

；則
[image: image21.wmf]x

y

-

=

1

1

。將此代入(2)可得
             
[image: image22.wmf]y

y

y

f

y

y

f

1

2

)

1

1

(

)

1

(

-

=

-

+

-

   
          或 
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          此時(2)及(3)並無法解出
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          即 
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          將(2)，(3)及(4)聯立，則可得到一個以
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          立變數的三元一次聯立方程組；我們利用消去法來解此問題。
          (2)+(4)－(3)：
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          所以
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  例三：在本例中，我們將利用前述的方法來求例二之解。

   【解】：令
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           此時可將(2)式表示為
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     迭代一次可得
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           再迭代一次可得
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           將此代入(2)式，可知其滿足方程式。                         

  例四：設
[image: image46.wmf]2

1

))

(

(

+

+

=

x

x

x

f

f

                                              (5)
         求
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【註】在這個問題中，如果我們仍採用上面的方法就僅能找到部份的解，因
        為此時
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仍為未知函數。事實上，若令
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        遠無法得到一個
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【解】：因
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通常函數方程式
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為已知函數，是很難找到它全部的解。這種問題通常需對
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要有「適當的限制」才可能找到它全部的解；我們將在下面“未定係數法的解法”中再介紹如何求這種方程式的解。

2. 未定係數法：當我們知道函數的類型（如有理函數，對數函數，指數函數···等）及函數的某些特徵（如已知函數在某些點的值或函數的對稱性、週期性···等），用未定係數法來求解較為簡捷。
例一：已知
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    【解】：因為
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            的次數，故由(1)可知
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為二次函數，不妨設
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 EMBED Equation.3  [image: image75.wmf]1
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例二：已知
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  【解】：設
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          將此代入(2)式可得
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 EMBED Equation.3  [image: image92.wmf]1
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            易檢驗出此
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3. 數值代入法：這種方法是用於函數的獨立變數多於一個時，將其中部份的獨立變數以特別的數值代入，簡化方程式，進而求解。

  例一：設
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  【解】：取
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 EMBED Equation.3  [image: image102.wmf]R

x

x

x

x

f

Î

"

+

+

=

,

1

)

(

2


          易檢驗出此
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  例二：已知函數
[image: image104.wmf])

(

x

f

滿足：
[image: image105.wmf]2

)

2

(

,

1

)

0

(

=

=

p

f

f

，且對任意的
[image: image106.wmf]R

y

x

Î

,


            
[image: image107.wmf]y

x

f

y

x

f

y

x

f

cos

)

(

2

)

(

)

(

=

-

+

+

                          (2)

        試求
[image: image108.wmf])

(

x

f

=？
  【解】：令
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          令
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          (3)＋(4)－(5)：
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滿足方程式(2)。                               

【註】：事實上，若給予條件
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        所以(7)為(6)的解。
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4. 遞迴數列法：
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B.遞迴數列求積法：這種方法與遞迴數列求和法類似，只是此時我們是以乘積的方法消去除了
[image: image146.wmf])

(

n

f

以外其他形式的函數，取代前面相加消去除了
[image: image147.wmf])

(

n

f

以外其他形式的函數。
C. 有的函數方程需同時用到遞迴數列求和及遞迴數列求積法才能解出。一般而言，若函數方程能化成
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  例一：設
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  例三：設函數
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  例四：設
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  例六：設
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5. 數學歸納法：數學歸納法常用來求某些定義在自然數上的函數方程的解。通常我們先根據假設條件求出
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        故由數學歸納法可知(2)式成立。                              
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        故由數學歸納法可知(2)式成立。                                

6. 輔助數列法：一般而言，若
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        分別以2, 3, …, n代入上式，我們可得
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例三：若函數f滿足：
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以數學歸納法可證明對所有的
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                （此可由數學歸納法證明）                             
二、二元函數方程的求解：
考慮二元函數方程：
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通常這類函數方程的解不是唯一的，為了使(1)的解是唯一，我們大多給予一些附加條件。例如，要求該函數是“連續的”，或者必須是“在定義域中每一個有限區間內為有界的”，或是“單調函數”，…等。解方程式(1)的步驟是：依次求出獨立變數取正整數值、整數值、有理數值，直至所有實數值，而得到函數方程的解。在假設函數
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在解二元函數方程式時，我們常需用到上述已知的結果求解。此外，在解二元函數方程式時，我們有時也需用到微積分法求解；此時通常會有極限或微分的已知條件。

§1.柯西函數方程
考慮二元函數方程：
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    通常這類函數方程的解不是唯一的，為了使(1)的解是唯一，我們大多給予一些附加條件。例如，要求該函數是“連續的”，或者必須是“在定義域中每一個有限區間內為有界的”，或是“單調函數”，…等。

解方程式(1)的步驟是：依次求出獨立變數取正整數值、整數值、有理數值，直至所有實數值，而得到函數方程的解。下面我們在f(x)的不同附加條件下來解函數方程(1)。
例一：設函數
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      由數學歸納法易知，對任意的實數
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      特別當
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      所以對任意的整數
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        故(3)是(1)在
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例二：若函數
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  【解】：在上例中，我們已證明在給定
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例三：設
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  【解】：我們利用例二的結果來證明
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§2、幾個重要的二元函數方程
   在本節中所有的
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     【解】：由數學歸納法易知                
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         所以，對任意的有理數
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例二：設
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      的解。

  【解】：由數學歸納法易知，對所有的正實數
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        所以，由(4)式可知
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        因此我們證明了，對於任意的
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         這是函數方程(＊)在整個正實數上連續時，唯一的解。
例三：設
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       因為
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       故由例一可知，(8)有唯一的解
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【註】：如在例三中，不要求
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          不難看出它也是(7)的解。

§3.利用已知的結論求解
例一：設
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例二：設
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      的解？

  【解】：因為(2)中分母不能為0，所以對每一個
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      對(2)式兩端取倒數，則可得
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         以外的實數上連續。因此，(4)有唯一的連續解
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