函數方程講義(二)

張幼賢提供  
一、線性遞迴方程式：

§1 一階線性遞迴方程
定義：可以表示為
[image: image531.wmf], 其中
[image: image2.wmf]1

a

, 
[image: image3.wmf]2

a

, 
[image: image4.wmf]1

,

+

k

a

L

及b為給定常數的方程式稱為線性遞迴方程。

定理：若f(1)=a，則一階線性遞迴方程

f(n+1) = c f(n)+b                                                (1)

其中a，b，c為常數的解為
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【解】：

   (Ⅰ)首先我們來證明c≠1的情形，我們將(1)式改寫為
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       比較它和(1)的係數，可知 cp - p = b，即
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       這表示
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(Ⅱ)若c = 1，則(1)式為f(n+1)=f(n)+b
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    所以
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     f (n)= f (1)+(n-1)b = a+( n -1)b
Example 1：設f為定義在所有正整數上的實函數，f (1) = 6且
           2f (n+1) - 3f (n) = 6                                       (4)

      試求f (n)=？
  【解】：將(4)式改寫為一階線性遞迴方程的形式，
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       由公式(2)可知 (其中 a=6, 
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【註】一個一階線性遞迴方程式的解，不但依賴方程式本身，而且還依賴於初

      始條件。
方程式(1)的解f(n)，可以看成是一個遞迴數列的通項公式。因此，我們將依數列的分類，把方程式(1)的解f(n)分成，常數，無界，有極限，振動4種類型：

若f(1) = a，則一階線性遞迴方程(1)的解f(n)與係數a，b，c的關係如下：

(a) 當c≠1且
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(d) 當c = -1且
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【證明】：當f(1) = a，由(3)可知
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  且f(n)=a+(n-1)b   ，當c = 1 。                                   (6)
(a) 因此，當c≠1，
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(b) 當
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所以f(n)是交錯的值為a或b-a。

【註】：通常若
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Example 2 : 試解變係數的一階遞迴方程式
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  且  f(2)=3， n≧2                     (1)
     【解】：以n+1代(1)式中的n可得

          (n+1)f(n+1)-nf(n+2)=1                                      (2)
     (2)-(1):

        (n+1)f(n+1)-nf(n+2)-nf(n)+(n-1)f(n+1)=0
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     將上式兩端加f(n+1)可得
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     在(1)式中，取n=2，可得
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     所以由(3)式可知：

        f(n+1)-f(n)=f(3)-f(2)=5-3=2。
     這表示
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是以f(2)=3為首項，公差為2的等差數列。
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        f(n)=3+(n-2)2=2n-1，
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 *易證驗f(1)=1，也滿足(1)式，所以

    f(n)=2n-1, 
[image: image60.wmf]N

n

Î

"

.

§2. 二階線性遞迴方程式
對於二階線性遞迴方程式，只有係數為常數的情形才能保證有解，並可用不同的方法求解。本節主要是欲介紹利用二階常係數遞迴方程式的特徵方程式來解二階常係數遞迴方程式的方法。

首先，我們來看如何求二階齊次遞迴方程

      f(n+2)=pf(n+1)+qf(n)                                           (1)

的解，其中，p和q都是常數且q≠0。顯然，如果給定兩個初始條件
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的唯一的值。這也就是說，在給初始條件下，方程式的解f(n)是唯一的。

如果在不考慮初始條件時，(1)的解可能並不是唯一的；不過此時我們有下列所謂super- position principle：

定理1：如果函數
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【證明】：因為
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    這也就是說
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如果存在等比數列的通項公式
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我們稱(2)為二階齊次線性遞迴方程的“特徵方程式”，如能解此方程式(2)，則可找到等比數列；因而可求出方程式(1)的解。

定理2：如果特徵方程式(2)有兩個相異根(實數或複根)
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       f(1)=a，f(2)=b為方程式(1)的解為
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       所決定的。

【證明】：(Ⅰ)首先我們利用數學歸納法，證明(3)式對所有的
[image: image89.wmf]N

n

Î

均成立。

       顯然，

        
[image: image90.wmf]a

r

c

r

c

f

=

+

=

2

2

1

1

)

1

(

，
[image: image91.wmf]b

r

c

r

c

f

=

+

=

2

2

2

2

1

1

)

2

(

成立

       設n = k-1, n = k時(3)成立(或n≦k時(3)式成立)

       i.e.,
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            f(k+1)=pf(k)+qf(k-1)
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     (Ⅱ)我們現在來證明(3)滿足方程式(1)
        由方程式(3)與(2)可知：
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         因此，
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 EMBED Equation.3  [image: image104.wmf])

(

)

(

2

2

1

1

1

2

2

1

1

1

n

n

n

n

r

c

r

c

q

r

c

r

c

p

+

+

+

=

+

+


                           
[image: image105.wmf])

2

(

)

(

)

(

2

2

2

2

1

1

2

1

2

2

1

1

1

1

+

=

+

=

+

+

+

=

+

+

+

+

n

f

r

c

r

c

qr

pr

c

qr

pr

c

n

n

n

n

n

n


         故
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Example 3：設
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【解】：在此時，p = q = 1，所以(5)的特徵方程式為
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【註】：如果我們將初始條件改為f(1)=f(2)=1，則
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       此為著名的菲波那奇數列。

定理3：如果特徵方程式(2)有兩個相等的實根
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     【證明】：因為
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          所以由數學歸納法可知，對所有的
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Example 4：設
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  【解】：(10)的特徵方程式為
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       對於非齊次的二階線性遞迴常係數方程
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是先將其通過適當的轉換，化為齊次方程後再應用前面的方法來解。
定理4：如果在非齊次的二階線性遞迴常係數方程式(11)中，
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       將可得到二階齊次方程式
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    將此代入(11)式，可得
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Example 5：設
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【解】：在方程式(13)中，p+q≠1，R = 1。
     按(12)，令
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     仿Example 3，可求得
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【註】若非齊次二階線性遞迴常係數方程式
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     【證明】：因為p+q=1，所以(11)式可以改寫為
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          則原方程式變為一階線性遞迴方程
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             (Ⅱ)當q = -1，則p = 2且(c)變為
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§3.從二階到一階的轉換
二階線性遞迴方程的另一個求解方法是設法將它轉換為一階線性遞迴方程式之後，再依一階線性遞迴方程式的解法求解。

Example 6：設
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 【解】：設方程式(1)可改寫為
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     即 
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     將此式與(1)比較係數可得
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     解此方程組，可以得到兩組解
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     於是可得
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     (2)式表示
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       同理，由(3)式可得
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     (4)-(5)：
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【註】：在上例中，顯然只要
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法解出。一般而言，我們有下列之結果：

定理1：如果二階線性遞迴方程
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         的兩組解。
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【證明】：(Ⅰ)設方程式(6)可改寫為
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            比較此式與(6)的係數可得：
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            由(9)可知
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            同理，由(10)式可得
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            (12)-(11)：
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          (Ⅱ)如果
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             所以(6)式可改寫為
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             所以
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             為首項之等比數列的第n項
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             將此式兩邊除以
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Example 7：設
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  【解】：因為
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      可直接代公式(8)而得解。不過此處我們希望能直接將(13)變形，而求解。

      將(13)改寫為
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      這表示
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      在應用定理1時，可能會遇到
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Example 8：設
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 【解】：
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      可化成
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      將此代入(7)式，可得
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Example 9：若
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  【解】：由(15)可得
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      由此可知 
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§ 4. 分式線性遞迴方程
  
現在我們來看另外一類常見的遞迴方程，它的一般形式為
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             由方程式(1)可得
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[image: image329.wmf]0

)

(

1

r

n

f

-

是以
[image: image330.wmf]b

ar

a

+

0

為公差，

             以
[image: image331.wmf]0

0

1

)

1

(

1

r

t

r

f

-

=

-

為首項的等差數列之第n項，所以

               
[image: image332.wmf])

1

)(

(

)

(

)

)(

(

)

(

)

)(

(

)

1

)(

(

)

(

)

1

(

1

)

(

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

-

-

+

+

-

+

+

=

Þ

-

+

-

-

+

+

=

+

-

+

-

=

-

n

r

t

a

b

ar

r

t

b

ar

r

n

f

r

t

b

ar

n

r

t

a

b

ar

b

ar

a

n

r

t

r

n

f


Example 10：設
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  【解】：方程式(5)的特徵方程式為
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      有兩個相異根
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      我們按照定理1的證明方式，來求解如下：

      因為
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Example 11：設
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  【解】：方程式(6)的特徵方程式為
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Example 12：設
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   【解】：方程式(7)的特徵方程式為
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【註】：1.我們注意到，並不是對於任意給定的初始條件，都能解出分式線性

          遞迴方程式(1)的解。當
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        2.當初始條件
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(代入(3)，(4)即可得)

        3.方程式(1)的解也可能只是週期性的取某幾個數值。(參見下例)

Example：設
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的解。

  【解】：因為方程式(8)的特徵方程式為
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       有兩個相異根
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       將此代入(3)式可得。(Note 
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二、二元函數方程

§1.柯西函數方程
考慮二元函數方程：
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    通常這類函數方程的解不是唯一的，為了使(1)的解是唯一，我們大多給予一些附加條件。例如，要求該函數是“連續的”，或者必須是“在定義域中每一個有限區間內為有界的”，或是“單調”函數…等。

解方程式(1)的步驟是：依次求出獨立變數取正整數值、整數值、有理數值，直至所有實數值，而得到函數方程的解。下面我們在f(x)的不同附加條件下來解函數方程(1)。
Example 1：設函數
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      特別當
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      所以對任意的整數
[image: image404.wmf]Z

m

Î

，
[image: image405.wmf])

1

(

)

(

mf

m

f

=


      在(2)式中取
[image: image406.wmf]n

m

x

=

，(m, n為正整數)，有

         
[image: image407.wmf])

(

)

(

n

m

nf

n

m

n

f

=

×


      但
[image: image408.wmf])

1

(

)

(

)

1

(

)

(

)

1

(

)

(

f

n

m

n

m

f

mf

n

m

nf

mf

m

f

=

Þ

=

Þ

=


      在於(1)式中取
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       所以對任意的有理數r，
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Example 2：若函數
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  【解】：在上例中，我們已證明在給定
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       此即是說，對任意的
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Example 3：設
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  【解】：我們利用Example2的結果來證明
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§2、幾個重要的二元函數方程
   在本節中所有的
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Example 1：設
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     【解】：由數學歸納法易知                
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         所以，對任意的有理數
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Example 2：設
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           的解。

  【解】：由數學歸納法易知，對所有的正實數
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         這是函數方程(＊)在整個正實數上連續時，唯一的解。
Example 3：設
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   【解】：任取
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【註】：如在Example 3中，不要求
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          不難看出它也是(7)的解。
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