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��� B�C��������������
�����:�����! #" 
!$&%�')(+* �,�4�.-)/�021& !3:<46587 <�9:�<;= 
>�?�@
A�
2BDC�2FEHG&I 
 ��3:< 4 021& 5)7 <�9J �7�/�0��+KL ��<�M�EHNPO������:��
.Q�R+S 
 B#D+TVU)�JBDC�9�
WE�XZY)�\[ �.]V P^
R`_ Ba ()� �����	��
�-8b��,�!�.c�de� % S=fV1=g+h�E
�����:�	
� ����8i�j+k2lPm�/�0��4�2npo�q�r.s�t)�Zu�D83���v �!w�u&3Zx#E

�	�'����
:�zyV{
|�}W��~=�'�'��9�<
 #"��J���P�.B4� 7 < 4 0�1 5&7 <89�� n = 1

�
�!�WE 1+�
�Vx)� 7 < 4 021 587 <�9�� n = k �.�!�#�H�Z�	(��z�!x4�Z�!I
BDC
n = k + 1 �&�.�=�WE�XV &~����:�=w�B
�=�4<�����������
WE��P�V���H�+�&�����* wZ���!��<	�#�����	��
�E�wZ���!��<	�#�����	��
���BpCz�!<.�= !�Z�V� n = 1

�.�=�WE 1P���!x n = 1, 2, 3, · · · , k �����PB �
�=I+�&�=�#� �
��(4�+X�DV�&x&�=I
BpC n = k + 1 �!�.�&�WE

���+��� �����:�	
	�zBDC�9�
�]�Gp¡�¢D£�¤�B2¥e�H¦�^ 
 ��y!{&§.¨�¢+©!ª&@
�!£�¤ 4 XZY4�&£�¤! 
«!ª&@��#/�0��\9:��N�2Z{!¬P]V 	B2�&­�
	�JBpC�9�<���®!¯
B���^&°8±J�+²��J³ �2�V´�ªPµ4�!w'B2�V��<V021& 8wZ�.�V��<:�#�����:�	
WE�~P¶· $Vn4�2d8MV]& 
BpC�
 - ¸ 5)7 <

a1 + a2 + · · ·+ an

n
≥ n

√
a1a2 · · · an

���:��

��<#�<¹42+º¼» %�½ ºP¾
¿V��� �����:��
WE 1.À=ÁP@.ªVÂÃ» �ZÄ!¿P�#ÅÆ»Ç+È ¿V��ÅW»ÊÉ2ËV¿V��ÅW» .�Ì&ÍP¿V�)�#�����	��
WE

1.1 Î)Ï&Ð\ÑÓÒ\Ô)Õ�Ö
×�ØDÙ�Ú �)º`Û�Ü&Ýe� ( _zG8Þ��Pß+à�" BPá ×2Ø @ n De��â�ã\äzåpæ�ç&èPé!*&b
���êèPé� &X�¥!���ëåpæ+ì&Q n D ×2Ø �V��í
î 4ðï î8ñ8ò	B'DÓ9F�ê®&Q�í
î)� ×Ø D��!K�óô��t * w�B'D�ó��#Eõ�.�)ö&Qpw�B�î���w.�!î=÷&ø&ö��V��í
î 46ï î)ñ
ò�B#D`9:� ù $ t * íHD=ó'�#E�ú8��ûVüPÞPý���þ * ï BZî!ÿVÞ�B�D ×zØ 465 §�ö��
9�º���E�X
¥����)�Z|�}Zó��e� n D ×JØ �&âJã=]V !X a ó'�)� ! E 
���� G��&Q n

D ×�Ø �.î �	�.~�
��
��� Þ �  &k � �!À!���.î)9�
��!Þ����,u�D ×JØ ����� "
5

2 2× 3 = 6

1 1 1× 1 = 12 1 2× 1 = 2

3

1 1 1× 1 = 1

k � X
¥)���.î���u�D ×JØ ì�� 6 + 1 + 2 + 1 = 10 ������E� BpC�� 	 n = 1 ��� +Zº�� � 5 $ §+ö��`Û ��ª % 5"! ^�� 4 0 ����9 E 	 n = 2
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��� ¦P@�B.�4��
#� ! ^ 1 ����E 	 n = 3 ��� 5 �  ��)B.�4��
#���) 3 ����E
+Z� '�( " n D ×JØ ��� =�� 
 G����#��� ! ^

n(n− 1)

2

����E	�!� ��������
ZB�C2G=Þô"
(1)
	

n = 1, 2, 3 ��� 7 '�
 ��-)/JK\¡ E
(2) �!x n = 1, 2, 3, · · · , k− 1 ��� =��
��BZ���:
#��ª ! ^�� �
�= n(n−1)

2 ����E	
n = k ���<xDw�B.�+Q ×JØ ��� a D	7 k− a (1 ≤ a ≤ k− 1) DDí�î�EHNVOPª

�)�	�=w�B�D8ó'�)º a · (k − a) E����V�!xe� a D!NVî!û!ü��PÞPýPª��)����ó'�� ! º a(a−1)
2 � s k − a D&NVî&û&ü��PÞVýPª ���	�+ó�� � ! º (k−a)(k−a−1)

2 E
+Z�Vó'� � ! º

a(k − a) +
a(a− 1)

2
+

(k − a)(k − a− 1)

2
=

k(k − 1)

2
.

+Z�	=��&G����#��ª ! ^�� �����= n(n−1)
2 ����E �� A�- � 5 �

 G�����î �����#D ×�Ø �8 21 � ����E 
=$=%�� Þ ����� _�* ���

�

1.2 ����� �
�

1/3, 1/11, 1/231 X.¥)�PM=º 1 �:�'�e�H�+�!¹ �8º��:���'�#E! #"%$�&�'
(#) »
������*�++Q-,:���/.
�.K10��������)� ! ¿�E d!G

2

3
=

1

2
+

1

6
,

3

7
=

1

3
+

1

11
+

1

231
,

8

11
=

1

2
+

1

6
+

1

22
+

1

66
7 E  #2 ï D1,:�'� a/b

4
a, b  
3%4 1 < a < b 5
6Do���/�0'�Ó9-7 $ $8º98;:�D

K�0������'�)� ! BVþ�<�=�)��������P�)*	������i E�� 1880 >8���@?;A�B�G��	-
b�Û,X�D��z�e�ëÀ�C!�pÛ �����	��
�s �`E
D�E

1.1
ï D�,:��� a/b � $=% $8ºF8-:�DPK10��������!� ! E

� B�C����+��G��+M a ¾�H������	��
���B�C:E
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(1)
	

a = 1 ��� a/b = 1/b
���  �B�D��������#E

(2) x=���#��G�ªV@��.M < a(a ≥ 2) �
~��F,'�#���V�P�WE��2�+B�C9,'�#� a/b
$!%

$8º98;:�DVK10������'�!� ! E +
º 1 > a/b > 0 � 1 > 1/2 > 1/3 > · · · > 0 �
ª %+$=%��)* B�D	/�0�� q(q ≥ 2) 3�4

1

q
<

a

b
<

1

q − 1
.

ä
�
t * 0 < aq − b < a,

a

b
=

1

q
+

aq − b

bq
� aq − b

bq
<

1

q
.

ä ����

t * " ,����
aq − b

bq$&% $V�98
:�D+K;0���������� ! � 5 ï B#D��:7 1/q K;0WE +2�#� a/b
$&% $

� 8;:'DVK�0������'�)� !

�

1.3 	�

���
D�E

1.2 ( ��� D�E ) ���)v�@ 2n (n ≥ 2) DVK�0��
5�� � � 5�� Ë�E 8��
��� % Xa �=º�������� �Ó_ n2 + 1 !&Ë+Ä�� C!� n2 + 1 !&Ë+Ä)ñ&ò $ �&��B�D ��" � 4$#
@ � D���6.K����Ó9 E
� B�C���� � �����	��
ZB�C2G&Þô"
(1)
	

n = 2 ��� � @ 4 = 2 · 2 D%�����&� 5 = 22 + 1 !8Ë+ÄôE +
º�&�D%� � $ b
��'�!&Ë+Ä���ª % C8@�B(!&Ë+Ä*) �!��E +
� $8% �\_.í D �+" ��E

(2) x8@ 2(n− 1) ���,�&�
(n− 1)2 + 1

!&Ë+ÄD����-(.!�)ñ&ò	B�D ��" ��E 	 @ 2n D����,�!�
n2 + 1

!!Ë.Ä��ÆE +2º n2 +1 ≥ 1 �ëª % ñ!ò�@	B�!VË.ÄôE 50/ �Vx P,Q ]V PX 2n D
��v��!í#De� s�5PË�Ä PQ ]& !��!=Ë�ÄôE
(i) G8I	101 � 2(n− 1) D%�\v �H@�B�D%� R ¡��'7 P,Q �&��� C&�=�2T=�
� ��" � PQR.
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(ii) G=I:1�1!� 2(n− 1) D���v � ?+@�� ���D¡.��7 P,Q �!��� C!X 2(n− 1)

D���7 P,Q ñ�} �V� 2(n− 1) !&Ë.ÄôE�ä
� ��� " X 2(n− 1) D�� � �
ª
�V���
Ë.Ä:� ≥ n2 + 1− 1− 2(n− 1) = (n− 1)2 + 1 !#E �%�:�����	�	
�"
X 2(n− 1) D%�!ñ=ò��8��B�D �+" ��E

�

1.4 � Ô����	�
Þ �  �B'D�
 % ��
.��=�
����!������E º`Û 9ZT�������d&G=Q#'�� ? ªV� ���)M
¹)º (3, 7) �=M�E����!ç����+è�é!�#���)i�� � ��BZ�V|��! ��:9�
�Q ï B�D��=M#"$ B�D8¯&% ��0��#EHÀ&��" $ �:9�
P !X
¥)��"�ä (a, b) �=M�'Pþ�

Þ#(	��)�*,+ �
(e� �.ø8�-( * b D	� a D:��. 4 @ a �!. $ §ZK�¡&9 E Q�w�B#D 50/�1 X a + b D
��.:��¯&%,0���" $ (a, b) �=M	2W��®VQ=���!. '&º a⊕ b E43!d�*�5�"�ä (1, 1) �=M
'!þ�
�Þ�(���)6*�+ � (e�êª�( * � 2 = 1 + 1 D	��. �) 1 ��ª % 1 ⊕ 1 = 0

4 +
º 0  �w�B�D 5#/61 {1, 1} �V¯�% 0�� 9 E ö�3=d *,5�"õä (2, 1) �)M!'&þ!
�Þ�(
���	.!º 2 �7)6*#+ � (!����.Vº 0, 1 � 5,/�1 {0, 1, 2} �+~ � ¯�%H0'��º 3 E +
�
2⊕ 1 = 3 E

0 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

6

7

· · ·

...

0 3

?

(1) ���8�!´��
²�C��98�
�_
3⊕ 7, 7 ⊕ 3, 4⊕ 7, 7 ⊕ 4

�-:#E
(2) 8 x⊕ c = y ⊕ c � C x = y E
(3) 8+B�C�" a⊕ a = 0 E
(4) BpC# )��"�
P¶!@�;�<#=�"

a⊕ b = b⊕ a.
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(5) BpC# )��"�
P¶!@+�!­0=�"
(a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c).

(6) G=I 0 ≤ a, b < 2n � C 0 ≤ a⊕ b < 2n E
(7) G=I 0 ≤ a < 2n � C a⊕ 2n = a + 2n E
� -=- ���+� $8% � �PG&Þ���$

7 6 5 4 3 2 1 0

6 7 4 5 2 3 0 1

5 4 7 6 1 0 3 2

4 5 6 7 0 1 2 3

3 2 1 0 7 6 5 4

2 3 0 1 6 7 4 5

1 0 3 2 5 4 7 6

0 1 2 3 4 5 6 7
L 1

(2) �ZB\C��êG)I x 6= y � 5�/ x x < y E�X)� x ⊕ c _ �+� (y, c) �#)�* � 9
��E ���)����" x⊕ c 6= y ⊕ c ��� � ����� ��ª % x = y E

�)� ( ��� �4� �J
!*!B C (3)  ����J�FE 	 a = 0, 1 �
	��8���WE �px
a = 0, 1, 2, · · · , n− 1 �
�!�WE 	 a = n ��� 8 n⊕n 6= 0 � C)ä (n, n) '+þ6
ZÞ0(�021
 �)�*#+ � (D��� ��_ � 0 ����.WE 5 / x b⊕ n = 0(b < n) � X�7 b⊕ b = 0(b < n)��� E +Z� n⊕ n = 0 E

���!*
B�C (4) � G a + b ��:
�	�4������
WE 	 a + b = 0, 1 ��� a⊕ b = b⊕ a

	!�.�&�WEê�Vx 	 a + b < n ������; <,=#�!�!�WE 	 a + b = n ����ä'�
� � " a⊕ b

 5,/�1
� ­
{x⊕ b, a⊕ y|0 ≤ x < a, 0 ≤ y < b}

��~ � ¯&%H0��#E +Zº x < a, y < b ��ª % x + b < a + b = n, a + y < a + b = n E ä �
�.�&x ��� "

x⊕ b = b⊕ x, a⊕ y = y ⊕ a.

+Z�#� a⊕ b  50/�1�� ­
{b⊕ x, y ⊕ a|0 ≤ x < a, 0 ≤ y < b}

��~ � ¯&%H0��#E ;8 !�'�D� 7 1 b⊕ a E�� a⊕ b = b⊕ a E
����(4�#��������
�*2BpC (5)  P�&���FE

(i)
	

a + b + c = 0, 1 ������� �!���+�V­0=��&�WE
(ii) �+x a+b+c < n ��� �.­�=!�P�WE 	 a+b+c = n ��� ä ��� � � " (a⊕b)⊕c =50/�1
� ­

{x⊕ c, (a⊕ b)⊕ k | x < a⊕ b, k < c}
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��~ � ¯ %,0�� ≤
5,/�1
� ­

{(i ⊕ b)⊕ c, (a⊕ j) ⊕ c, (a ⊕ b)⊕ k | i < a, j < b, k < c}

��~ � ¯ %,0��ôE +Zº
(a⊕ b)⊕ c 6∈ {(i⊕ b)⊕ c, (a⊕ j)⊕ c, (a⊕ b)⊕ k | i < a, j < b, k < c},

ª % � (a⊕ b)⊕ c  50/�1
� ­
{(i ⊕ b)⊕ c, (a⊕ j) ⊕ c, (a ⊕ b)⊕ k | i < a, j < b, k < c}

��~ � ¯ %,0��ôE +Zº i + b + c < n, a + j + c < n, a + b + k < n ��ª %

(i⊕ b)⊕ c = i⊕ (b⊕ c), (a⊕ j)⊕ c = a⊕ (j ⊕ c), (a ⊕ b)⊕ k = a⊕ (b⊕ k).

ª % � (a⊕ b)⊕ c  50/�1
� ­
{i⊕ (b⊕ c), a⊕ (j ⊕ c), a⊕ (b⊕ k) | i < a, j < b, k < c}

��~ � ¯ %,0��ôEH;�ä ��� B�C � � " ���p� 7 1 a⊕ (b⊕ c) E +
�
(a⊕ b)⊕ c = a⊕ (b⊕ c).

L 1
(6), (7) ��B�C����+��G n �:�����	��
	B��4*2B�C:E

(i)
	

n = 0, 1 ������� �!� (6), (7) ¡.�.�=�WE
(ii) �&x n = k ��� (6), (7) ¡��.�=�#� # 	 0 ≤ a, b < 2k ���

0 ≤ a⊕ b < 2k, a⊕ 2k = a + 2k.

	
n = k + 1 ���êQ a 7 b �.G=Þ%&����	*.h���"

(a) 8 0 ≤ a, b < 2k ��� C�äH�����	��
 ��� �&�WE
(b) 8 2k ≤ a < 2k+1, 0 ≤ b < 2k ��� C	� a = 2k + a′ � 1 v 0 ≤ a′ < 2k E�ä

a′ ⊕ 2k = a′ + 2k � 0 ≤ a′ ⊕ b < 2k t *

a⊕ b = (2k + a′)⊕ b

= (2k ⊕ a′)⊕ b

= 2k ⊕ (a′ ⊕ b)

= 2k + (a′ ⊕ b)

< 2k + 2k = 2k+1.

(c) 8 0 ≤ a < 2k, 2k ≤ b < 2k+1 ��� C�¡H� $=% BpC:E
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(d) 8 2k ≤ a < 2k+1, 2k ≤ b < 2k+1 ��� C � a = 2k + a′, b = 2k + b′ � 1 v
0 ≤ a′, b′ < 2k E ä 0 ≤ a′ ⊕ b′ < 2k t *

a⊕ b = (2k + a′)⊕ (2k + b′)

= (2k ⊕ a′)⊕ (2k ⊕ b′)

= 2k ⊕ (a′ ⊕ (2k ⊕ b′))

= 2k ⊕ (a′ ⊕ (b′ ⊕ 2k))

= 2k ⊕ ((a′ ⊕ b′)⊕ 2k)

= 2k ⊕ (2k ⊕ (a′ ⊕ b′))

= (2k ⊕ 2k)⊕ (a′ ⊕ b′)

= 0⊕ (a′ ⊕ b′)

= a′ ⊕ b′

< 2k < 2k+1.

���!B�C�" 8 0 ≤ a < 2k+1 � C a⊕ 2k+1 = a + 2k+1 E ä�� � � " a⊕ 2k+1  5,/�1� ­
{

x⊕ 2k+1, a⊕ y
∣

∣

∣
0 ≤ x < a, 0 ≤ y < 2k+1

}

�P~ � ¯ % 0��#E +�º 0 ≤ a < 2k+1, 0 ≤ y < 2k+1 ��ª % ä ��� �����+B\C � � "
0 ≤ a⊕ y < 2k+1 � s�5�ä (2)

� � " a⊕ 0, a⊕ 1, · · · , a⊕ (2k+1 − 1) � 5 K`¡ E +Z�
{

a⊕ y
∣

∣

∣
0 ≤ y < 2k+1

}

=
{

0, 1, · · · , 2k+1 − 1
}

. (1.1)

�9� a = 0, 1, 2, · · · , 2k+1−1 �
�J�P� � *���
 a⊕2k+1 E�	+�Z@ 0⊕2k+1 = 2k+1 E ���
h � 1⊕2k+1 � (�� (1.1) ���PI ��� " ä (1, 2k+1) +VÞ�(��,��.Z@ 0, 1, · · · , 2k+1−1 �
sVä (1, 2k+1) + � ()�#��.+ 0⊕ 2k+1 = 2k+1 E +Z� 1⊕ 2k+1 = 1 + 2k+1 E 1�1\¡,�$���� ¢Pt

1⊕ 2k+1 = 1 + 2k+1, 2⊕ 2k+1 = 2 + 2k+1, · · · , a⊕ 2k+1 = a + 2k+1.

�

�	�
1.1 8�
 1057 ⊕ 32 ��:�E

� - ����� ⊕ �Zn�o $ t *

1057 ⊕ 32 = (210 ⊕ 33) ⊕ 25

= (210 ⊕ 25 ⊕ 1)⊕ 25

= 210 ⊕ 1⊕ 25 ⊕ 25

= 210 ⊕ 1

= 1025.

�
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� �
1.1 8pä2Þ��:� 7 <Dv �	��_#B�D=� ���ê®4� �����	��
ZB�C������ôE

13 + 23 + 33 = 9× 4,

23 + 33 + 43 = 9× 11,

33 + 43 + 53 = 9× 24.

� �
1.2 ��� < an > 3%4ô" a1 = 3, an+1 = an(an + 2) (n ≥ 1) E

(1) ¢ 
 an ��B��)3�<ÆE
(2) BpC 
 �Z¢ 
  �/��J�FE
� �

1.3 x n  �B�D�/�0'�#E 8!Q	��(�
����
1 + 3 + 5 + · · · + (2n− 1)

(2n + 1) + (2n + 3) + (2n + 5) + · · ·+ (4n− 1)

� �
�!~*�����#E
� �

1.4 x 〈an〉  �B�D	/&���!ª��8����=�>#�
����5#3�4
n
∑

i=1

a3
i =

(

n
∑

i=1

ai

)2

, n ≥ 1.

 
2V�����Pº an = n E
� �

1.5 x:��� 〈fn〉 3�4

(a) fn �8 �/�0'�e��5 f2 = 2 E
(b) 8 a < b � C fa < fb E
(c) G���� /�0�� a 7 b ���!@ fa·b = fa · fb E
BpC�" G��+�#/�0'� n ���!@ fn = n E
� �

1.6 @�B��+¤�� @ a ¤��&��Å�@ a ¤��=Þ�E � C��
�:� � X��+¤Óv���q _ �8ü
�	B���¤ 4 ����¤*-Pì8~V�)�	B��& ��&�)�FÅ�~+�!B��P�) ��&�)�D9 Eõ�.�=m�X��
¤P�VÞ����P�������4*:�� "! E 5�#�$ ûVüP�V´�% �e�H¦+^P@�¤��V�V]�-�ì!^
qôE 8
Be" =�� � C2G���&	'�B��Z¤���~
��0��
¤VQ�( ���VÞ�E 4*) "�G&I
q`_#�+X¼»+�Z¿
¤8¦P@�B��+¤�� ¦ ! Q=X���¤�� � �,�-�)*	�- .! # $ 9 E
� �

1.7 8 � �ô"
(1) 8	()��?;A�B�G����	9�
�Q;,��'� 4

97 $!� 8;:'DPK10��������!�
! E

(2) x n º� '�#E�B�C�" 2
n

$8% $8º=í DVK�0������'�)� ! E

10



(3) x	/�0�� n 3%4 8|(n− 5) E BpC�" 4
n

$=% $8º � DPK�0��������)� ! E
� �

1.8 x n º'/�0'�e�98 � ø��!�
n2 + n + 17 �8 �o,�#E

 
2+�&��� �=�#�<B�C � �
5 �&�#�����+d#E

%��Zç:���

B�!
	&�)3��8�=@ n D	"�
���� 2.�!ª��8���

 ��� 4V¨4B������.�)0�D
	!��3��
�9H��)B���EêBDC�"��9)%��
�� 4 � � |�.D9������V§�¨ �! D"��
���_�� 4 �Z��#
������
�9:� � ��	V�83��&��0�D�$�;�E

%'& �

�%�8�&@�(�}!�z�8 
��)�*VK�+�0'�PK)ó��Zn�oÆ�ëd!G
1 · 2 · 3 · 4 + 1 = 52,

2 · 3 · 4 · 5 + 1 = 112,

3 · 4 · 5 · 6 + 1 = 192.

� � � � �/� � � '�
-, &�DPK�+'/�0��!��ó�.&ö�" 1 -Vº � (�*�9#�0/F� #

n(n + 1)(n + 2)(n + 3) + 1 = �
2.

fV1 $=% ¢Vt � �P3	<�� 4 % n *'$21D9 �
�8Þ�*
h � � n! + 1 X.¥)���#EHd!G

n = 4 ⇒ 4! + 1 = 52,

n = 5 ⇒ 5! + 1 = 112,

n = 7 ⇒ 7! + 1 = 712.

�%���)i438º#��5`Û�X � D �26�� n! + 1 � 5 �+ � (�*�9#�#E XP �B�C�7()�-8b	�
�,�#E

jPkZl�7������	��

8�9�:"; v�<��<�����&3'� ��= (�>�?�@2A Þ�� ��.�(�����iPjPk
lP� 1889 >.m�/
0�� �.n\oJq rPsJt * B�B&3�xe�ê�)��¹ 2Vº8j!k.l�3+x#E�j!k.l�3�x � @!u�!�3
� � �����:��
�]V :1pv �&w�u&3��e��X�D)3��:7 � ­9�!Y4�DC � �:�& 7 ã4�ÆEHª
Â�� , 3ZxD/
0 , 3'�E/F�ë«4�. 	B a (���*2|�C 	ô�<;P>�=�
2BpC��J�!x#EGFV��=

2BpC�� ùZNPO�C 	ô� ¦ � ��H:2���þ(�'I�*�³ �4JLK�M�N!�
���e� �Dí�O)}�> � �

11



��� � ���!¸��Jt!���<¸ ���!{���Y � �p¡,¥ � 3 Û�u�D83Zx#E 1pvZw2u�D83Zx=]V 	�	 @�
�� , * H�3
x0/ E��
 ����i�� �����,R`_ � � 7 <�"�8 n ≥ m ≥ 1 � C
m
∑

j=0

(

m

j

)2(n + 2m− j

2m

)

=

(

n + m

m

)2

.

X	C�� 7 <���
������ ?���*�� 6ÆE�� 8�:�; u 8 > ·�� ��� ��!�"$#Di %�&(' P.

Turan )+*-,�. /�0�132547698$:�;�<>=?,@6BA�C>D�/3"�#�E�F�G$H3I-J�K�L�MON$PQ7RTS�U>V$W�XOY�Z\[ , .3]_^a`cb�d�e�f�g3IhJ+i�j�/ k�lam_n3/�4po�qsr�t�uav
8�w�%�&ax�y�z{6 S�U3V�|~} i�:>��"�# ������/+I�J�6������a��IhJ��+��i�/�:a��a����� "�#��������a�_, R �����������>����"�#�������/�:�������� �
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2
���������

2.1 �
	���
��
��� ����� ���-P����
��:a�����! #"%$'&�/ ��� R)( 8+*%,- #" I�J/.�021
3/4

2.1 ( 576/8 3/4 ) 9 p �;:<� 6 a ��w p =-:�/�:>�%>��
?
(1) ap−1 ≡ 1 (mod p).

(2) @ d ��A�B ad ≡ 1 (mod p) C�D�/7E �'F >�� 6G?
d | (p− 1).

HJI J�K
(1) L/M p �;:<� 6 a ��w p =;:�/7>�� 6ON$H�P p �7Qh/
RTS��

1 · a, 2 · a, 3 · a, · · · , (p− 1) · a (mod p)

�-R<S��
1, 2, 3, · · · , (p− 1) (mod p)

/�UWV7X�Y R L�Z�[ j
\
(1 · a) · (2 · a) · · · ((p− 1) · a) ≡ 1 · 2 · · · (p− 1) (mod p)

⇒ ap−1 · 1 · 2 · · · (p− 1) ≡ 1 · 2 · · · (p− 1) (mod p)
⇒ (ap−1 − 1)(1 · 2 · · · (p− 1)) ≡ 0 (mod p).

L/M p w 1 · 2 · · · (p− 1) =;:76ON�H
ap−1 − 1 ≡ 0 (mod p) ⇒ ap−1 ≡ 1 (mod p).

(2) 9 p− 1 ] d ^�� 6_N7Bh/7`'a�S��%b�y�M q w r
Rdc H�e
M

p− 1 = dq + r, 0 ≤ r < d.

f
{

ap−1 ≡ 1 (mod p),

ad ≡ 1 (mod p),

B�*
ar = ar · 1q ≡ ar · (ad)q = adq+r = ap−1 ≡ 1 (mod p).

L/M d �+E � /{6ON$H7g7h�\ r = 0 6ji d | (p− 1)
R

�

'lk~) ��� ����� / (2) �;mpo ?? /�n�y�o�p 6rq�s%t�* } qsr

13



2.2
��� �
	���
��������	��

�	�������

��� ����� /�:a���;$'&�/���A�����A����%L �%b�������/ F >�� R
���

2.1 L<�%b ��!�"3� �'� �
F4 = 224

+ 1 = 65537.

H ��K#9 : � p >�^ F4

R [ j
\
p | 216 + 1 ⇒ 216 ≡ −1 (mod p)

⇒ 232 ≡ 1 (mod p).

��A
mpo ?? /�#%$ 6'&�(*)�B 32 �,+�-�� Q /'E ��F >�� R f ��� ����� B�*
32 | (p− 1) ⇒ p ≡ 1 (mod 32).

.
p = 32n + 1 ?

n 1 2 3 4 5 6 7 8

p 33 65 97 129 161 193 225 257
.

L/M 33, 65, 129, 161, 225 f��;:<� 60/ 97, 193 f�g�>�^ 65537 "
√

65537 < 257,

N�H F4 = 224

+ 1 = 65537 ��:a� :<� R �

���
2.2 L<�%b � 213 − 1 = 8191

R
H ��K#9 : � p >�^ 8191

R [ j
\
p | 213 − 1 ⇒ 213 ≡ 1 (mod p).

��A
mpo ?? /�#%$ 6'&�(*)�B 13 �,+�-�� Q /'E ��F >�� R f ��� ����� B�*
{

13 | (p− 1)

p ≡ 1 (mod 2)
⇒
{

p ≡ 1 (mod 13)

p ≡ 1 (mod 2)
⇒ p ≡ 1 (mod 26).

.
p = 26n + 1 ?

n 1 2 3

p 27 53 79
.

L�M 27 f��!: � 61/ 53, 79 f�g�>�^ 8191 " √
8191 < 92 6rN$H 213 − 1 = 8191 �

:>� :<� R �

14



2.3
����� �

���
2.3 9 p M��;:<� 6 a, b M+=-: /7>��
" p | a2 + b2

R I�J
(1) ��8->�� n A�B p | 1 + n2

R

(2) p ≡ 1 (mod 4)
R

H ��K
(1) L/M a, b M�=;:�/�>�� 6ON$H���8�>�� x, y A+B ax− by = 1

R ��AaN$P Q

(a2 + b2)(x2 + y2) = (ax− by)2 + (ay + bx)2,

[ j�B�*
p | (x2 + y2)(a2 + b2) = 1 + n2, 	-, n = ay + bx.

(2)
f

p | 1 + n2 B$* n2 ≡ −1 (mod p) 6 )+B n4 ≡ 1 (mod p)
R �hA
m+o ?? /�#

$ 6 &�( )+B 4 ��+ -�Z Q /7E ��F >�� R�

� �'� ����� E�d 1
4 | (p− 1) ⇒ p ≡ 1 (mod 4).

�

���
2.4 9 m,n M+>�� R I�J

(1) m2 − n2, 2mn �#� ,����7\�:>�%M 3 /���� R

(2) m2 − n2, 2mn �#� ,����7\�:>�%M 4 /���� R

(3) m2 − n2, 2mn,m2 + n2 � �?,����7\�:a�%M 5 /���� R
H ��K
(1) @ m,n \�:�M 3 /���� 6G? 3 | 2mn 6_NhH c�� 9 m,n w 3 =;: R�
�� �7������ E�d 1

m2 ≡ 1 (mod 3), n2 ≡ 1 (mod 3) ⇒ m2 − n2 ≡ 0 (mod 3)
⇒ 3 | m2 − n2.

(2) @ m,n \�:�M 2 /���� 6 ? 4 | 2mn, N�H c�� 9 m,n w 2 =-: R L�Z E�d 1
m2 ≡ 1 (mod 4), n2 ≡ 1 (mod 4) ⇒ m2 − n2 ≡ 0 (mod 4)

⇒ 4 | m2 − n2.

(3) @ m,n \�:�M 5 /���� 6G? 5 | 2mn 6_NhH c�� 9 m,n w 5 =;: R�
�� �7������ E�d
m4 ≡ 1 (mod 5), n4 ≡ 1 (mod 5) ⇒ m4 − n4 ≡ 0 (mod 5)

⇒ 5 | m4 − n4

⇒ 5 | m2 − n2 � 5 | m2 + n2.

15



�

� �
2.1 L<�%b � 211 − 1 = 2047

R
� �

2.2 L<�%b � 217 − 1 = 131071
R

� �
2.3 I�J 237 − 1 = 137438953471 f��;:<� R

� �
2.4 ������8 +�-+0
Y����$/ F >�� n 1 ���	�

{n, n + 1, n + 2, n + 3, n + 4, n + 5}

b'C �+��f�

��/���� � �	�+" !�:3� � ����/�����/����hP v !���� � ����/����
/���� R
� �

2.5 9 a, b, c � � �%>�� 6���I�J
7 | abc(a3 − b3)(b3 − c3)(c3 − a3).

����� �! 

�$��\ 1, 2, 3, 4, 5 /�"	#	$&%('�8�)+*�,�- ,3/�"	- R/. ��0 ;	1 ��2 g �
��34-�56 /($&%�7�8�9�:<; � �<�=3>-�/@?BA R �-4 1���� c H>��)B*@C�D�\!E>;�/	; � �
Q 6/F'C�G
* R

2

1

3 4

5

⇒
4

1

2 3

5

HJI o
@ a M+>�� 6r" x2 − x + a >�^ x13 + x + 90 6G?JK a /�L R

�'�

��� ����.<�J !M 6ONOv 1601 P 6RQ>v 1665 P R E�\�S�/ [ ��� E�Q	T�Uat�uav�8
1994 P�]
Vh.��� �M�WYX>Z�I-J�� F�[ / ��� R �'� E'Q�T�U�//*%,�����\h/ 1^]_ Q

xn + yn = zn,

`
n > 2 z�a�\ F >���� x, y, z

R
b	c � 6 ��� 2 I�J } n = 4 /�o	d 6 n = 4 /OI�J�]�������n�e$/{6gfJh+[ ji Z�V�]���M �'��j�k�l<m � Ron v n = 4 /OI�J�6 c H�p���q�/ ��� 3.3

R
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^ } ��� E�Q	T�U�� � 6 ��� �+�/� 6��J]�� 6 "O���J]���/�4 o���� ��� 8+�
�����
\	S�/	��
 R ���
� C��
M�N
\�/ ��� �

Fn = 22n

+ 1

���;:<� R b�c ���a��T�U�������/{6���.
F5 = 225

+ 1 = 4294967297 = 641 × 6700417.

�av����7\ j�k�� � �'� ���-:<����:>�,��b 6  #" ��f��
� ��/�� b�o R

17



3
������� �����
	��

3.1 
����
@ F >/� a, b, c =-:�" a, b, c �����
C�:>����� � �>d�/ ������� 6)i c2 = a2 + b2 6
? i (a, b, c) ��:���� ��! �#" R ��e��%$ 6 �&� � F >��
"�=;:+����� � �4d�/ �
���&�%' ��:��&�(!�� R \ n ��! �%E+\	S�/�#%$*)	D v,+ U�- +a8 1901 PaI�J�/. 0��a� ��� 1
3/4

3.1 ( /�0*12/ 3�4 ) ] _ Q x2 + y2 = z2 /7=-: F >���� 'ri (x, y, z) = 1 / F
>��%� x, y, z 3 �54 $%6*7h/���! � (x, y, z) 8 c e�M











x = m2 − n2,

y = 2mn,

z = m2 + n2,

�










x = 2mn,

y = m2 − n2,

z = m2 + n2,

	5, m,n M�=;:�/ F >'�
"�:+M �7� 6 :�M:9��<;  /" x w y ���+\�:��-M 3 /
��� 6 x w y ����\�:a�%M 4 /���� 6 x, y w z ���7\�:>�%M 5 /���� R
H I J�K:=�k . x, y, z ��] _ Q x2 + y2 = z2 /�:%��=-: F >/��� 6 f Z�] _ Q'c H
)7B x, y, z 	 c �����/=�:a/ R @ x, y ����97� 6r? z g�M59�� 6���w � 9�f%> R .
$ x, y ��� ��� 6 ? z M:9+� 6GZ w z2 = x2 + y2 ≡ 2 (mod 4) ?A@ R N�H x, y g'h
:a�-M
�7� 6 :���M�9�� R M } ]5B�6 fDC+9 y M�9�� 6 x, z M
�7� ' s�t 1 x, y, z

�
�'=-:&3 R
=�kaI�J�1 (z − x, z + x) = 2 1.

(z − x, z + x) = d ?
d | z − x, d | z + x ⇒ d | 2x, d | 2z ⇒ d | 2 ⇒ d = 1 � 2.

L/M z − x, z + x ���:9+��6ON�H d = 2
R)( 8 f

y2 = (z + x)(z − x), 	5, (z + x, z − x) = 2

⇒











z + x = 2m2,

z − x = 2n2,

y = 2mn,

	-, m,n =-:

⇒











x = m2 − n2,

y = 2mn,

z = m2 + n2,

	-, m,n =-:#"�: � 6 :59 .

�av�E�0�/�F%G f ! 2 H�/ ��o 2.4
� �7B�I R �

���
3.1 I�J�] _ Q

x4 − 4y4 = z2 (3.1)

j F >���� x, y, z
R

18



H I J7KW9 x, y, z �+Z�] _ Q /�:%� F >/�,� R @�\�:3��:T� p Raz'>7^ x w y 6r?f
(3.1) B$* 1 p2 >�^ z

R Z�z c )�B (x/p, y/p, z/p2)
� M (3.1) /�:�� F >���� R

L/Z 6G[ j�f%C � 9 x w y =;:76'& ( )�B-Z�z�/ x, y, z � �
�'=-:�/ ;���� f

(2y2)2 + z2 = (x2)2 (3.2)

c�� :���B�* 1 2y2, z, x2 � � ��=-: / R f (3.2) a ��� 3.1
c B











2y2 = 2mn,

z = m2 − n2,

x2 = m2 + n2,

m, n =;:W"�:���:�9 . (3.3)

LWM m,n =�: " y2 = mn 6 N�H�g7\ m = a2, n = b2
R�� � (3.3) B�* 1 F >/� a, b, x

+ -
a4 + b4 = x2. (3.4)

8�0�:&H / �/� ,@6r[�j���IhJ	] _ Q x4 + y4 = z2
j F >/�,� x, y, z

R L#Z (3.4) �
f c g�/{6ON$Ha����o j F >���� R �

3.2 �
	
	���
�� �
	����������
3/4

3.2 I�J�] _ Q x4 + y4 = z2
j F >��%� x, y, z

R
H I J#K � 9 x, y, z M x4+y4 = z2 / F ><����, z L'E � /3: � � 6 ?/\ (x, y, z) = 1 '
^������#3 ; R�� �/� /+IhJ�6 f�C � 9 y M59�� 6 x, z M ��� 6_?���A � �#� B�*










x2 = m2 − n2,

y2 = 2mn,

z = m2 + n2,

	5, F >�� m,n =-:W"�: � 6 :59

⇒ n 9+��6 m �'� ' f x2 + n2 = m2 B�* 3

⇒











x = c2 − d2,

n = 2cd,

m = c2 + d2,

	-, F >�� c, d =;:W"�:�� 6 :�9

⇒ y2 = 4cd(c2 + d2)
⇒ c = e2, d = f2, c2 + d2 = g2 'GL�M c, d, c2 + d2 �
��=;:&3
⇒ e4 + f4 = g2 	-, e, f, g M F >�� R

L#M g ≤ g2 = c2 + d2 = m < z 6ON�H�[�j"!�*$# :%� F >/�,� (e, f, g) 6�	�, g < z 6
B�* ?A@ R �

��\h/OI�J=]�� i M �'��jJk�l<m � 6�� ��� = �$/=]�� R
3/4

3.3
��� ] _ Q x4 + y4 = z4

j F >��%� x, y, z
R

H ��K
L/M x4 + y4 = (z2)2,
���

3.2 E�d x4 + y4 = z4
j F >��%� x, y, z

R
�
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�'� ] _ Q � ����� [
xn + yn = zn t���\h/�] _ Q7R ` n = 3, 4 z{6 �'� � !

:�?�I_J+Z�] _ Q j F >7� �h/��� 
M ; ` n = 5 z{6�������v 1823 P�I_J+Z�]_ Q j F >��%� ; ` n = 7 z{6	���(+�
 v 1832 PaI-J7Z�] _ Q j F >���� R b�c
� 6 ` n ≥ 3 z{6 ��� ] _ Q
� j F >��,� 6 � e���\	S�/ ��� E�Q ��� R �a� ���
8 1994 P�z{6 ]�V$. �! �M�W&X>Z�I�J�C�D R

3.3 ����� 	���

3/4

3.4 ���<] _ Q x4 − 9y4 = z2
R

(1) @ x, y, z M�Z�] _ Q /�:D� F >��%� 6 ?�I�J�1 2 | y R

(2) I�J 1 ] _ Q x4 − 9y4 = z2
j F >��%� x, y, z

R
H ��K
(1) M } ] B����{6 f:C � 9 x, y, z ��] _ Q (x2)2 = (3y2)2 + z2 /�:%��=�: F >/�
��" y M
���%?

(x2)2 = (3y2)2 + z2

⇒











x2 = m2 + n2,

3y2 = m2 − n2,

z = 2mn,

	-, F >�� m,n =-:

⇒
{

3 | m � 3 | n ' f x2 = m2 + n2 B�* 3 ,

3y2 = m2 − n2,

⇒ 3 | m " 3 | n, � w m,n =;:�?A@ R

L/Z y g7h���9+� R

(2) 9+] _ Q x4 − 9y4 = z2 / F >7� �?,@6 x L�E � /�:&��� x, y, z ; L'M x L
E � 6 N�H x, y, z g���=�:�/ F >'� � R ( 8���� (x2)2 = (3y2)2 + z2

R L'M
(x, y, z) = 1 6GN�H,& ( )�B (x2, 3y2, z) = 1, 3

R `
(x2, 3y2, z) = 3 z{6)[�j�\

3|x, 3|z 6���� 3 - y '9���;L�M x, y, z =;:(3 R � Q � (x2/3)2 = (y2)2 + (z/3)2

P 3 B * 0 ≡ 1 + (z/3)2 (mod 3) 6 ��w ( >�� )2 ≡ 0, 1 (mod 3) ?�@ R @
(x2, 3y2, z) = 1 6G? f (1) a ��� 3.1

c .










x2 = m2 + n2,

3y2 = 2mn,

z = m2 − n2,

	-, F >�� m,n =-:

⇒
{

m = c2 − d2,

n = 2cd,
	-, F >�� c, d =-:#"�:�� 6 :�9

⇒ 3
(

y
2

)2
= cd(c2 − d2), 	-, F >�� c, d, c2 − d2 � ��=-: R

L/M c, d, c2 − d2 M��
�'=-: / F >���" c, d M�: �����T:59���a
3
(y

2

)2
= cd(c2 − d2).
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( 8-b � V�o	d�.�021
(a) @ 3 | c 6G?

c2 − d2 = e2 ⇒ c2 = d2 + e2

⇒ 3 | d � 3 | e
⇒ 3 | d ' L/M 3 | c 3 R

Z w c, d =-:�? @ R
(b) @ 3 | d 6G?











c = e2,

d = 3f2,

c2 − d2 = g2,

	-, e, f, g M F >��
" e < c < n < x

⇒ e4 − 9f4 = g2.

� w x ��E � / � 9 ?A@ R
(c) @ 3 | c2 − d2 6 � 3 f�>�^ c w d 6G?

{

c = e2,

d = f2,
	-, e, f : � 6 :59
"�f�� 3 /����

⇒
{

(e2 − f2)(e2 + f2) = c2 − d2 = 3g2,

1 ≡ e2 ≡ f2 (mod 3).

f
c, d : � � :�9�"�=;:*)�B (e2 − f2, e2 + f2) = 1 ; � ��A 3 | e2 − f2 B

*
e2 + f2 = h2 ⇒ e, f ����\�:>��M 3 /���� .

� w e, f f�� 3 /���� ?A@ R
� � (a) � (b) � (c) B�E 1 ] _ Q x4 − 9y4 = z2

j F >���� R �

3.4 �
	����������	�
������� �
3/4

3.5 ��A �'��jJk�l<m �>I-J�1 √2 f��+\ � � R
HJI J�K#9 √

2 �+\ � � 6r"�� ��e
M
√

2 =
q

p

/@d Q 6 	h, p, q(p < q < 2p) M F >/� 6O" q/p ����,7e����$, p L�E � / :�� R f
√

2 =
q

p
⇒ 2p2 = q2

⇒ 2(q − p)2 = (q − 2p)2

⇒
√

2 =
|q − 2p|
q − p

a
b	� (q − p) < p E�d 1 � w q/p ����,�e
���-, p L�E � /�:��(?A@ R L/Z 6 √2

f���\ � � R �
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� �
3.1 I�J�1 �&� � F >����(� � � �4d�/ - ����� : � M F >�� R

� �
3.2 �<K x4 + 1 = z2 /�>���� x, z

R
� �

3.3 I�J�] _ Q x4 − y4 = z2
j F >��%� x, y, z

R
� �

3.4 I�J�] _ Q x4 − y4 = 2z2
j F >���� x, y, z

R
� �

3.5 I�J�] _ Q x4 + 4y4 = z2
j F >���� x, y, z

R
� �

3.6 I�J�1 �&� � M F >��$/D��� � �>d$/�� ��f c g���:a���	���!]/� R
� �

3.7 9 p M�: � 6 ��A ���	j�k�l�m �aI�J�1 √p f��+\ � � R
����� �! 


�� ��
�� � /���� ����$���� 6�� � /����#?�\���$�����/{69��\���$ c ��/ R :
h�:@?��J !Ma*�� � 
 ���� 6 :�0"!$#�e�\&% �(' �*) � ?+
 ��/�����,=8�- ` �
?+�! !M /�.�/ R �J !M�b�y102%43�4�' �('43�4�) �*)$3h4�%65�87
+/�8�: � R #
$"9�:�����\$/ 1

%px�;��� �M [ ' $�i�5�8<
O/�� � t
' x�;��� �M [ ) $�i�5�87
O/�� � t
)>x�;��� �M [ % $�i�5�87
O/�� � t

�! <M>=�?�:'0��7Q 60/�0�)�3�4�'45�8<
O/�8�: � 6@9�:�����\h/ 1
)>x�;��� �M [ ' $�i�5�87
O/�� � t

q�g�E�dA% �B' �C)�b y�5�87
3/�8�: � 6���D c ] �54 ��$�� 4 qsr
HJI o

9 F >�� a, b, c � . 0 � � � � � �4d�/ . � � �*� R

1

a

α
1

b

β

1

c

γ
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.%$
α + β + γ =

π

4
,

�<K F >�� a, b, c /�L R

HJI o
�<K�+ -

|3m − 2n| = 1

/ F >�� m w n
R

� Z ��� ��T<U
� Z ��� �a8 1956 P�z{69m~nT.�0�/@T<U 1_.�$ F >�� a, b, c + - a2 + b2 = c2 6 ?
] _ Q

ax + by = cz

/ F >���� 2 \ x = y = z = 2 :��� �� R , . �� �M����O8$��]���\�f �h/
	�� '
� ��
 e 8 "����= = �:s^����J ��#3 R ��.�8











a = 2n + 1,

b = 2n(n + 1),

c = 2n(n + 1) + 1,

	-, n ≡ 1, 4, 5, 9, 10 (mod 12)

z{6 � Z ��� ��T�U�����/ R
[h. /#�� 
���������� �! � C ��D+.�0�/>o#" 1O@ 3n + 4n = 5n 6G? n = 2

R
\�$�%�/�& 4 6 c H�'��=p=p R

23



4
����� �

�J !M�C(Z�8+�J '��\���� ��� \�S�/ �/� a�T�U 6BC4Z	� � ���!M�E�

��g��+a��
A�/�:>� R

4.1 �������
3/4

4.1 ( ����� 4 ) .%$�=�������� 1 / � � Q

xm + am−1x
m−1 + · · · + a1x + a0

>�^�#�:>� =������%M 1 / � � Q

xn + cn−1x
n−1 + · · · + c1x + c0

	-, am−1, · · · , a1, a0 M�\ � �<; cn−1, · · · , c1, c0 M�>�� 6G? I J
am−1, · · · , a1, a0

g'h���>�� R 'Jk�1 ���$/'>�^�� � N7Bh/'`���:>��=������%M 1 6 	%�����7�%M�\� �h/ � � Q 3
H I-J�K � 9 � � Q xn + cn−1x

n−1 + · · · + c1x + c0 ] � � Q

xm + am−1x
m−1 + · · · + a1x + a0

^�� 6_N7Bh/7`�M
xn−m +

bn−m−1

bn−m

xn−m−1 + · · ·+ b1

bn−m

x +
b0

bn−m

,

	-,
bn−m, bn−m−1, · · · , b1, b0

�+E�����L �%M 1 /7>�� R � ��> � C�.�0�/ � Q

xm + am−1x
m−1 + · · ·+ a1x + a0

×) bn−mxn−m + bn−m−1x
n−m−1 + · · ·+ b1x + b0

bn−m(xn + cn−1x
n−1 + · · ·+ c1x + c0)

(4.1)

	�; 6 ��b��
am−1, · · · , a1, a0

! b 6 c H .
ai =

a′

i

a′

m

, 0 ≤ i ≤ m− 1,

	-, a′

m M F >���"
a′

m, a′

m−1, · · · , a′

1, a
′

0
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� ��E����-L<��M 1 /7>�� R �J� Q (4.1) ��H a′

m B�*
a′

mxm + · · · + a′

ix
i + · · ·+ a′

0

×) bn−mxn−m + · · ·+ bjx
j + · · ·+ b0

a′

mbn−m(xn + · · ·+ ci+jx
i+j + · · · + c0)

(4.2)

[�j$/ " � ��I-J�1 a′

m = 1
R �$A�� I$� 6 � 9 F >�� a′

m 6= 1 6 L�Z
����\�:�� :
L<� p >�^ a′

m

R f
(a′

m, a′

m−1, · · · , a′

1, a
′

0) = 1

a
(bn−m, bn−m−1, · · · , b1, b0) = 1

E�d 1 c H�!�*�>��
i, j(0 ≤ i ≤ m− 1; 0 ≤ j ≤ n−m)

A+B
{

p | a′

0, p | a′

1, · · · , p | a′

i−1; p | b0, p | b1, · · · , p | bj−1,

��� p f�g+>+^ a′

i a bj .
(4.3)

( 8����!� Q (4.2) , xi+j ��/ ��� 1 L/M p | a′

m 6ON�H�� Q (4.2) 0!]�/ xi+j ��/
����M p /����<;  �� Q (4.2) �<]�/ xi+j ��/ �+�%M

· · ·+ a′

i−1bj+1 + a′

ibj + a′

i+1bj−1 + · · · .

��A Q � (4.3) 6 c H�� ��> � M
· · ·+ a′

i−1bj+1 + a′

ibj + a′

i+1bj−1 + · · · = a′

ibj + p /���� R
� f Q �

(4.3) E�d
Z���f�� p /���� R =�
 ?A@ 6di a′

m = 1 6_N�H
am−1, · · · , a1, a0

M+>�� R �

4.2 ������� ��� �

:O� � .,$ c H/e�M n
m

π ' 	h, m M F >#� 6 n M7>/� 3<?7[�j i �#V�� M'\ � � R
3/4

4.2 .%$ m,n M F >��
" cos n
m

π M�\ � �
?

cos
n

m
π = 0,±1

2
,±1.

HJI J�K 
 ���
	�� ��� E�d
cos

n

m
π + i sin

n

m
π, cos

n

m
π − i sin

n

m
π

25



M�] _ Q x2m − 1 = 0 / �3� 
 6_N�H
x2 − 2 cos n

m
πx + 1

= (x− cos n
m

π + i sin n
m

π)(x− cos n
m

π − i sin n
m

π) | x2m − 1.

L/M 2 cos n
m

π M�\ � � 6ON$H f C(Z	� � E�d 2 cos n
m

π M�>�� R N�H'[�j7B�*
2 cos

n

m
π = −2,−1, 0, 1, 2 ⇒ cos

n

m
π = 0,±1

2
,±1.

/
L�M � n�y �az{6 [ j
\
cos 0π = 1, cos

π

3
=

1

2
, cos

π

2
= 0, cos

2π

3
= −1

2
, cos π = −1.

N�H���"���L�� c g 
 N R �

�3� �W� ��$�1 8 x M'\ � ��z 'l^ }�� �/n�y�L�� � 3 6���� f(x) = cos(x ·π)

/�L���� j � � R ��� � ���/��:>�,�;$'&� #"�����/ (	�?R
3/4

4.3 �*�*� M�\ � ��" � - �WM�\ � �>/ � �4d
g+M F � �>d R
H I J7KW9 � � d 4ABC / ����� a � - ��b�y�M a, b, c a ∠A,∠B,∠C ; f S�
 �� E�d a2 = b2 + c2 − 2bc cos ∠A ; L�M a, b, c M�\ � � 6rNhH cos ∠A

� M+\ � � R

� ���
4.2 B

cos ∠A = 0,±1

2
,±1 ⇒ ∠A = 60◦, 90◦, 120◦.

R � \










∠A = 60◦, 90◦, 120◦

∠B = 60◦, 90◦, 120◦

∠C = 60◦, 90◦, 120◦
⇒ ∠A = ∠B = ∠C = 60◦.

L/Z � �>d 4ABC M F � �>d R �

� � d�E�$�&�/
� ���7M ��� / ��� a � � - �3/���
 R ` ��� / ��� | � z{6
� - �>/ ��
 c H�C f S�
 �/��[;� ;j � - �3/ ��
�E�d�z{6 ��� / ��� � � c H
C f F 
 �/� �hn R � x�;�[�j 6����+������=�
	����/ R \���] � ����� �������
� F >��$/ � �>d�; ��� ��\���] � ����� � - �+��\ � �3/ � � d R ��� 4.3 x�;
[�j 6 ����V�]��%R�,/t / � � d�e �'\ F � � d! � R ��e��:$ 6"! ' ��/ �*� 3
w�#%$ ' �$/ - ��3+��f�g'&�Bh/ R
� �

4.1 .%$ m,n M F >��
" sin n
m

π M+\ � � 6 ?JK sin n
m

π / c g�L R
� �

4.2 .%$ m,n M F >��
" tan n
m

π M+\ � � 6G?JK tan n
m

π / c g�L R
� �

4.3 9 a, b �+=-: /7>���6r"�:�;;L Q ax− b >�^�> �+� � � Q

anxn + · · ·+ a1x + a0.

I�J�1 >�^'N�Bh/7` Q ����:a�%> �+� � � Q7R
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� �
4.4 9 m,n M F >�� 6r" . θ = n

m
π
R

(1) .%$ sin θ + cos θ M�\ � � 6G?JK sin θ + cos θ / c g�L R

(2) ����\���\$/ θ + - 0 < n/m < 1/2 a sin θ − cos 2θ M�\ � � R

����� �! 

0<*3��: � �/\�� ������/�� � R)( 8�7�8�- ����� �
	��'Q
�/F�C�p���������� F
]@-������	����� 
��
\�� � � � ���G.�$�����	��! �"��
#%$�&('�)�*(�%����+!",�-�. "��0/��
1(2�354�6�7 , �98�:(; �=<�)�* ,�> +�"�?�@ 12345678 �

2 3 6 5

1 8 7 4

A�B�C�D�E
12364587 �F2�G�6�HJI

K�L�M
N�OQP�R�S
T�U(V $�W
X ,�-Y. " m Z -Y. " n [

sin
2π

m
=

(

1√
2

)n

.

\^]

_a`5b "YcYde�f*5g 1777 h��ji�g 1855 he� \k] ���%+�l
mn"�c�de�po�qY@�"Yc(rs �0t�u��(*�vxwzy|{k"�c�}�~ b ,
��� ���k�Y���
l , "�c������!� \^] ,��Y����5�(� � \k]��9� w���� S�� ,5�|� M�� -��!����� 2(��� �|�^ ¢¡0£�¤%¥!¦ �Q� w� o >
§�¨�© "�ª!@ �(,%-Y. "¬«�2�­
@�®�¯ . " ,�° :5±  ³²µ´�¶ } ¡�· "�¸�} ¡\^] S y|{n~ b ,
�k�¹²\^](º
» yQ{ S�� ,Y¼ M¢½=¾ A
¿ 1 S!À
Á {^¯aÂ�" p �!Ã 1
p

,nÄ
Å9Æ @ p− 1

+ ² p = 7 � ¿
Ç ¯
1

7
= 0.142857.

´�¶ } ¡ A�B �ÉÈËÊnÌ�Í   E�Î ,�Ï¢¡fÐ�Ñ 2�3 �|��Ò�Ó , Â^" S
À
Á {n¯ ²
��"�} S�� , ��"!Ô(Õ P�Ö ¿ \k]�×!Ø�Ù
Ú5�9� ,Û² R�Ü , ��"�Ô(Õ P�Ö ¿�Ý [Þ|ß 35à�"�@�á!" , {%â ;äãpå " b g9æ å|ç%è S à
"(é�ê ·�²
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