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(

n

j

)

=

(

n

n− j

)

=
n!

j!(n− j)!
���� 

n !�"$# ��%'&'(*)�+ j !$����,�+.-0/21*34!�����5�687:9';$<���=�>4?@BA � (y + 1)n CEDGF�H�I �1�
J

(y + 1)n =
n
∑

j=0

(

n

j

)

yj.

KML 3ON���PRQS7 �4��TVU  �4� �1�
,�+'WOX  @YA � C$D ���MQ1+�3�ZY[
\^]�_`�a �4���
� �)��

�b-c3�d
�fe �Gg�h�iOjEk^(4l + �^m ��� �on �4���
� �1�
0
��
��b-cp�q �
� qOjEk1�O!srYtu-
vYw

1.1 ( xOy4zGyO{
|4} ) ~ n,m
L4�^� +�� n ≥ m ≥ 1 -�j�k��

m
∑

j=0

(

n

j

)(

m

j

)

=

(

n + m

m

)

.

� �
� jEk�� 

�4��� ��� n + m !�"'#��
%'&M)�+ m !�����,)+�- 

�O�^��3G!
6������ j

A (

n
j

)(

m
j

)

=
(

n
j

)(

m
m−j

) ���� '�'�
n !^%'&'(�)�+ j !87��  6 � m !

%^&'(�)�+ m− j !$����,�+������4��h�)�+ m !���-  3 ��� �G�����
��jEk�Z
!���J��
 �" 
�-� @MA �Mj�k�� `�a ��J

f(y) = (y + 1)m(y−1 + 1)n

C2D �2( U + A ��Q +�-¡pVq�7 K�L (y + 1)m C�D �2( yj
A ��Q�+ L (

m
j

) ¢¤£
(y−1 + 1)n CED �E( y−j

A �GQ1+ L (

n
j

) 7¦¥'> f(y) � U + A Q1+ L

m
∑

j=0

(

n

j

)(

m

j

)

.

§ ��� � 7¦? @BA � f(y) ¨�© L

f(y) = (y + 1)m(y−1 + 1)n = ym(y−1 + 1)n+m.

@BA � f(y) � U + A Q1+ L
(

n + m

m

)

.

KOª �
��«'¬
m
∑

j=0

(

n

j

)(

m

j

)

=

(

n + m

m

)

.

�
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1.1 ( �����O{4|
} ) ~ n,m

L4��� +�� n ≥ m ≥ 1 -�jEk��
m
∑

j=0

(

m

j

)2(n + 2m− j

2m

)

=

(

n + m

m

)2

.

� @MA �Mj�k�� `�a ��J
f(x, y) = (x + 1)n+m(x + 1 + y)m(y−1 + 1)m

CED �$( x2m
A �GQ1+�-

p�q�7 KOL (x + 1)n+m(x + 1 + y)m � CED �E( x2myj
A �GQ1+ L

(

m

j

)(

n + 2m− j

2m

)

,

£
(y−1 + 1)m � C$D �$( y−j

A �OQ�+ L (

m
j

) ¢ ¥'> f(x, y) C$D �$( x2m
A �OQ1+L

m
∑

j=0

(

m

j

)(

n + 2m− j

2m

)(

m

j

)

=

m
∑

j=0

(

m

j

)2(n + 2m− j

2m

)

.

§ ��� � 7 KGL

(x + 1 + y)m(y−1 + 1)m =

m
∑

j=0

(

m

j

)

xj(1 + y)m−j(y−1 + 1)m

=

m
∑

j=0

(

m

j

)

xjym−j(y−1 + 1)2m−j ,

¥^> (x + 1 + y)m(y−1 + 1)m C$D �V( xj
A �OQ�+ L (m

j

)(

2m−j
m−j

) -�� (x + 1)n+m CED
�$( x2m−j

A �OQ1+ L (

n+m
2m−j

) 7:¥V> f(x, y) � C�D �$( x2m
A �OQ1+ L

m
∑

j=0

(

m

j

)(

2m− j

m− j

)(

n + m

2m− j

)

=

(

n + m

m

) m
∑

j=0

(

n

m− j

)(

m

j

)

=

(

n + m

m

) m
∑

j=0

(

n

m− j

)(

m

m− j

)

=

(

n + m

m

) m
∑

j=0

(

n

j

)(

m

j

)

=

(

n + m

m

)2

�	��

����� ��

� «'¬ � .

� f(x, y) � C�D �E( x2m
A �OQ�+���ZM[����
��,Gj «���� tu- �

P�� ��� �#��
��u7 H�� / �4��� �O���S7�� � � 9��u- (4l + ��m! !"
#%$ 3
! ��

��&%' �G!�+ �)(+* ,��Bj�k -
,.-

1.1 n���/ � +�"'#�� n !�] 7¦�%0!1'3 n !�]�¥!2 F �!3 - H��5476 �!8�3� ����] 7 0�3!9�3���/ @�: !�;G]�-

4



,.-
1.2 H�� � + r, n

���
1 ≤ r ≤ n - j�k��

(

r

r

)

+

(

r + 1

r

)

+

(

r + 2

r

)

+ · · ·+
(

n

r

)

=

(

n + 1

r + 1

)

.

,.-
1.3 H�� n h��G! �^� +87��-,O��/ @�: !�+ $ (a, b, c, d)

���

0 ≤ a ≤ b ≤ c ≤ d ≤ n.

,.-
1.4 jEk)��

�

(
(

n
2

)

2

)

= 3

(

n + 1

4

)

, n ≥ 3,

�+& ª ��
����G! �
� �:W������ � �G���u-
	�
�� + �


E� � 4 � �����$� n !�"E#�] � n ≥ 2 � 7 ��=����)��8���������'���(���ZG!
]�-

��� .

H�� p h��G!-34+87 n h��G! ��� +��
√

1− 1729

pn

h�/�t1+87 0��O¥�/ � + $ (p, n) -
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2
������� 	

~ �^� + x, y
� �

x2 − 2y2 = 1 -�jEk���=�>�� ¬ �O! ��� + n 	 «

x + y
√

2 = (3 + 2
√

2)n.

� jEk���/�

� � x2 − 2y2 = 1
L�� � � 7 �
� ;V<.� «���� ]���� ��ZB! ��� +��L

(3, 2), (17, 12) ��� � 17 + 12
√

2 = (3 + 2
√

2)2) � ¢ £ ��� ��� + x, y
���

x + y
√

2 = (3 + 2
√

2)n,

0
x2 − 2y2 = (3 + 2

√
2)n(3− 2

√
2)n = 1.

� n�	
���
j',�7! �~ x, y
L ���

x2 − 2y2 = 1 7 ��" � L

x + y
√

2 = (3 + 2
√

2)n

�$#��
� ��� ]���� � ��� +�� 7¦��% � +�+ $ (x0, y0)
���

x0 + y0

√
2 =

x + y
√

2

3 + 2
√

2
= (3x− 4y) + (3y − 2x)

√
2.

�
� /











x2
0 − 2y2

0 = 1

x2 − 2y2 = 1

x > 3, y > 2

⇒































x0 = 3x− 4y =
9x2 − 16y2

3x + 4y
=

x2 + 8

3x + 4y
> 0

y0 = 3y − 2x =
9y2 − 4x2

3y + 2x
=

y2 − 4

3y + 2x
> 0

x− x0 = −2x + 4y = 2

(

x2 − 2

2y + x

)

> 0

⇒























0 < x0 < x,

0 < y0,

x2
0 − 2y2

0 = 1,

x0 + y0

√
2 ��" � L (3 + 2

√
2)n �$#��b-

3�&� �~ “x, y
L ���

x2 − 2y2 = 1 7 ��" � L

x + y
√

2 = (3 + 2
√

2)n

�$#��
� ��� ]���� � ��� +�� ” ')(�- �*�+ � 7�34!�jEk���,-, L/.�0�132$465 , -87�9 ª [$���)���
x2 − dy2 = 1, � d h
!3:3;-< 
 ��� �^� +2�

= , L � �������b- � ��������� �'� +������ � h�q-� � � ��16� � ]�� �'� +
� 7?>M6�j$k ª �51@� � ] � ��� +���=�>�A F ¥�/���B1� ��� +��
-?C/D � ��EGFH ���)�)������I�h3J-K1+ �'m)L "$M/N @ � 598 − 665 >O62� 7 £GO�P ��h����  Q F H '
�����)���b-
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,.-
2.1 �����)���

x2 − 8y2 = 1

��� +���� ���
-
,.-

2.2 �����)���
x2 − 10y2 = 1

��� +���� ���
-
,.-

2.3 �����)���
x2 − 11y2 = 1

��� +���� ���
-
,.-

2.4 �����)���
x2 − 13y2 = 1

��� +���� ���
-
,.-

2.5 jEk���=�>�� ¬ 1 ��@ ! ����� � h ��� +��^Z���� L 1 � ���4�	� #u-
	�
�� + �

/1��¥ ��
 7
� 
�� / N ! � Ab- H�� ��� ��
 ����! � A�� :���� �@B�ZM! ��

� N + 1 ! � A � 3�� � ��� h����
" ��� � 7 0�h���� � /���! � A�� ª �4" ����

��� .

+ � < fn >
��! H�I �

f0 = 0, f1 = 1, fn+2 = 3fn+1 − fn(n ≥ 0).

jEk�� � � �
x2 − 3xy + y2 = 1

���
x > y � ��� +���� L

(x, y) = (fn+1, fn), n ≥ 1

�$#��b-

abc "$#
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H�� �O! �^� + N � K +�*�� H�I �

N = pn1

1
pn2

2
· · · pnl

l ,

��( p1, p2, · · · , pl

L "V#�� 34+ ¢ n1, n2, · · · , nl

L4�^� +87 0 �
� ��!

F (N) = p1p2 · · · pl.

/ � ��� abc " #��sh�� � h ���$n���! � + + κ 	 « $ 4 6 Z$Z ��3�� ���
a + b = c, abc 6= 0 � � + a, b, c ��/

max{| a |, | b |, | c |} ≤ κF (| a · b · c |) -
@ +�+ �^m
	�� � � L 3G!�"$#�h ��
 �b-

8



3
� ����� ��� 	����
	�	

3.1 �
���������������
H�� p, q h�ZM! + + 7 @BA ����+ f(x) = x2 − px + q n���� 
'� � �� G# L D"! �� �$#&%��
- ��� ª #&%���& x '�" ;�� ")('WM" � ���+*�#
;-< � ª %����)���
����� �

∆(f) = p2 − 4q

_�, � -.-0/$�0*�#�h�34N����
(1) � ∆(f) > 0 7 0 ª #�%���& x '�" ; ��"^#���ZG] �:W ª ��� ��/G"'#���Z +1 � -
(2) � ∆(f) = 0 7 0 ª #&% ��& x '�"&( �:W ª ������/G"-
���Z + 1 ��-
(3) � ∆(f) < 0 7 0 ª #&% ��& x '�" � �:W ª ������/G"V#����02
3�+ 1 ��-
��4 ��[)*�#��Mj�k�h65!� I � ©0768 � «V¬ ���¦~ a, b h��)��� f(x) = 0 ��ZM!1 7����+9�~















a =
p +

√

p2 − 4q

2

b =
p−

√

p2 − 4q

2

⇒
{

a + b = p

ab = q
� 1 &�Q1+sPYQf� .

KOª �
� /
(a− b)2 = (a + b)2 − 4ab = p2 − 4q = ∆(f).

¥'>�����%�� �)�����
�1�����4��h ª %�� �)������Z 1 "�: � 
 � -

3.2 ����;��������
H�� p, q, r h��
! + +87 @BA ���	+ f(x) = x3 − px2 + qx− r n��6� 
^� � �& #6<��= d D>! �G� �?#&%�� L 3�@u- #�i�F H ª � ��& x '�"7;�� ")('WM" � �)�
*
#BA�r0C ª �����)�����������b- � n ��,4.^h � ��X^h������)��� f(x) = 0 �
�
� � �u- �
� #?D&E�%�� �������GF^,�7 p�q��+� + y = f(x) = x3 − px2 + qx− r �
H�I ©H7+I-3 �
(1) J x K�9)-&L
7 f(x) h � +�� KOL f(x) �
p A Q1+ L 1 � -
(2) J x K�hNM 9)-&L
7 f(x) hBM +�� KGL f(x) �
p A Q1+ L 1 � -
O+P 1 � t �¦WHQ> �\>RV� «�� � ª 7���� ������� : /��O! + 1 a - KGL x− a =
> ��S � � @GA � f(x) 7 ¥E> f(x) = 0 � §�T ZG! 1 ��h>U + Q�+�% ���
�$� �1 - &�V � � � = d��H8 � 7 ��� /

9



�Ow
3.1 H�� p, q, r h��
! + +87 � � ��� �����

f(x) = x3 − px2 + qx− r = 0

��� 1 / H�I ZM[&*�# �
(1) � + 1 7 Z�� "V#$�B�+2
3�+ 1 -
(2) � + 1 -
D&E � � = d��+*�#S7 ����� ! ��������������� � H�I �
~ a, b, c h1��� �)���

f(x) = x3 − px2 + qx− r = 0

����!63�+ 1 � + +���hH3�+�� 7 0 �
� ��! ª ����������� � L

∆(f) = (a− b)2(b− c)2(c− a)2.

p�q�¥�� ¬ ��,#.^h � H ��?������ ∆(f) ��� F�� & @OA � f(x) �GQ�+ p, q, r "
P
���
J �u- 3�g�h
�Ow

3.2 ~










p = a + b + c

q = ab + bc + ca

r = abc

��j�k��
J
p2q2 − 4p3r + 18pqr − 4q3 − 27r2

& ��J
∆(f) = (a− b)2(b− c)2(c− a)2

"�� -
� j�k��-%

F (a, b, c) = p2q2 − 4p3r + 18pqr − 4q3 − 27r2.

KOL
p, q, r � � � h a, b, c � $ , @MA � ���O? a, b, c �
	�5�6�¥ «^¬ ���
J�& � �

J �4N�� 7�¥V> @OA � F (a, b, c) ��h a, b, c � $ , @OA ����� C�D ��( �$� A ���
+ � h
����- KMª�� A�� < @YA � F (a, b, c) & ∆(f) Z
�V( ¥�/
��� A �OQ�+�" �
�
=.7 � KOL $ , @MA ����PYQS7¦¥'> � A�� <

a6, a5b, a4b2, a4bc, a3b3, a3b2c, a2b2c2

� A �OQ1+��G=�-
(1) F (a, b, c)

O
∆(f) n a6, a5b

A �OQ�+
� L 0 -

10



(2) F (a, b, c) n a4b2
A �OQ�+ L

1− 0 + 0− 0 = 1,

∆(f) n a4b2
A �GQ1+ L

1.

(3) F (a, b, c) n a4bc
A �OQ1+ L

2− 4 + 0− 0 = −2

∆(f) n a4bc
A �GQ1+ L

−2.

(4) �Rt�= « F (a, b, c)
O

∆(f) n a3b3, a3b2c, a2b2c2
A �GQ1+ �B"�� -

KOª j « F (a, b, c) & ∆(f) " 
�- �

�G3 � t �
����� ��� � ��������� � ∆(f) h�= � L � &�Q1+�"�P
� @BA ���
#��b- � �
34[ ��� , ��� /
�Ow

3.3 H�� p, q, r h��
! + +87 � � ��� �����

f(x) = x3 − px2 + qx− r = 0

��� 1 *��^/ H�I �����
*�# �
(1) � + 1 7 ZY"'#��02
3�+ 1 ⇐⇒ ∆(f) = p2q2 − 4p3r + 18pqr − 4q3 − 27r2 < 0 -
(2) � + 1 ⇐⇒ ∆(f) = p2q2 − 4p3r + 18pqr − 4q3 − 27r2 ≥ 0 -
� j�k�� ��� � � � t�j « 

�

∆(f) = (a− b)2(b− c)2(c− a)2 = p2q2 − 4p3r + 18pqr − 4q3 − 27r2.

~ + + a
O 3�+ b = m +

√
n, c = m−√n � ��( m,n

L + +�� L ����� f(x) = 0 �
� 1 7 0
(1) (⇒) � f(x) = 0 � 1 h � + 1 7 Z
�+2
3�+ 1 7 0 n < 0 - ª L

∆(f) = (a− b)2(b− c)2(c− a)2

= (a−m−√n)2(2
√

n)2(a−m +
√

n)2

= 4n
(

(a−m)2 − n
)2

< 0.

(⇐) � ∆(f) = (a − b)2(b − c)2(c − a)2 < 0 7 0 a, b, c ��= "�< L + +�- K�ª
n < 0 7 � f(x) = 0 � 1 h � + 1 7cZ
�+2
3�+ 1 -

11



(2) (⇒) � f(x) = 0 � 1 h�� + 1 7 0 n ≥ 0 - ª L
∆(f) = (a− b)2(b− c)2(c− a)2

= (a−m−√n)2(2
√

n)2(a−m +
√

n)2 ≥ 0.

(⇐) � ∆(f) ≥ 0 7 0 �
∆(f) = (a− b)2(b− c)2(c− a)2

= (a−m−√n)2(2
√

n)2(a−m +
√

n)2

= 4n
(

(a−m)2 − n
)2

= � n ≥ 0 7 � f(x) = 0 /1� + 1 - �

�Ow
3.4 H�� q, r h + +87 0����������

f(x) = x3 + qx− r

����� � L
∆(f) = −(4q3 + 27r2).

� j�k���� ��4 � ��� ��� p = 0 � 0 �
«'¬ - �

� -
3.1 ���1�������

f(x) = x3 +
1

12
x +

1

27
= 0

� 1 ��*���*�#u-
� �'� 1�� �1��� � � «^¬

∆(f) = −
(

4 ·
(

1

12

)3

+ 27 ·
(

1

27

)2
)

= − 17

16 · 27 < 0.

¥'> ª �������
� 1 L � + 1 7 %�� 1 - �

,.-
3.1 H�� q, r h + +87 `�a ��� �����

f(x) = x3 + qx− r = 0.

� q > 0 7 0 ª �)������� 1 h�� + 1 7 ZB"'#�� 1 -
,.-

3.2 ~ F (a, b, c) h��G! � Q1+��	��
�+ a, b, c ��� @MA �b-
(1) H�� F (a, a, c) = 0 ���M? � @MA ��� b 	 F a � 7 0GjEk

(a− b) | F (a, b, c).

12



(2) H�� F (a, b, c)
���











F (a, b, c) = −F (b, a, c),

F (a, b, c) = −F (a, c, b),

F (a, b, c) = −F (c, b, a).

��j�k
(a− b)(b− c)(c− a) | F (a, b, c).

,.-
3.3 ~63�+ γ1, γ2, γ3 h

x3 − 21x− 7 = 0

����! 1 - ���
(γ1 − γ2)(γ2 − γ3)(γ3 − γ1)

�$Ku-
,.-

3.4 ~ ��� @BA � f(x) = x3 + x2 − 2x− 1 -
(1) ���1� f(x) = 0 /��O! + + 1 7�� � � P 1 � t���3!9 + + 1 � ����9!0�� �
+�5�� -

(2) /��G! + + 1 =�> � L 2 cos θ (0 ≤ θ < 2π) ��#��b-
(3) ~ x = 2 cos θ (0 ≤ θ < 2π)

L
f(x) = 0 5 � 1 - ��� θ 5�Ku-
	�
�� + �

& � �M! 4 6 ���	�
�-#S7�h��1� � =�>�� ��
 O /
�����	�M!�� � #�	 «���� ���
" 
�-

��� .

�G!���� @MA � F (a, b, c) h�� F (a, b, c) �����67 A �
��+�� h�� a, b, c � 
 +$�
�
+�62� � �GN�-�� H �

F (a, b, c) = ab2 + bc2 + ca2 − a2b− b2c− c2a

h��G! 3 ����� @MA �b-
(1) ��� ��¥�/ ���











F (a, b, c) = −F (b, a, c),

F (a, b, c) = −F (a, c, b),

F (a, b, c) = −F (c, b, a)

� � Q1+ 3 ����� @BA � F (a, b, c) -

13



(2) ~










p = a + b + c,

q = ab + bc + ca,

r = abc.

��j�k

p2q2 − 4p3r + 18pqr − 4q3 − 27r2 = (a− b)2(b− c)2(c− a)2.

(3) ��� p, q, r
�

(2) 7 � F (a, b, c) h��G! � Q�+ 3 ���1� @MA �u7 � ���

F (a, b, c) = F (b, a, c) = F (c, b, a).

��j�k F (a, b, c) = � L p, q, r � � Q�+ @MA �b-

6 =
�

= 1
� t

+ �'m�� �����
n 1960 � ¬��
	�� ,0Lu7�
�� ¬ � � � h���/���!�/�t1+87!	 B �
� 6 
 � 1 78B � � � ��
 � 1 ��-��
687 (�l/+ �^m���� �), ª ��,4.87¦��? B 7� n����
- ������� >�� ��� -

14



4
��� ��� ��� 	

�Ow
4.1 ( �����	�
} ) H�� �'� + s ��h6;�< 
 �)+�0
j�k�� =^>)� ¬ �'� +�+ $

(x, y) 	 «
x2 − sy2 = 1.

� j�k���� � t ??
��� � =�>)� ¬ 1 ��@ � ��� +�
 $ (x, y) 	 «

x2 − sy2 = p,

� ( p
L ��� | p |≤ 1 + 2

√
s � � +�- K�ª =�>�� ¬ Z � ��" � � �s� +�
 $

(x1, y1), (x2, y2)
���

{

x2
1 − sy2

1 = x2
2 − sy2

2 = p

x1 ≡ x2 (mod p); y1 ≡ y2 (mod p)

⇒















(

x1x2 − sy1y2

p

)2

− s

(

x1y2 − x2y1

p

)2

= 1

x1x2 − sy1y2

p
& x1y2 − x2y1

p

L�� + .

H�� x1y2 − x2y1 = 0 7 0�%
x1

x2

=
y1

y2

= n.

��«
p = x2

1 − sy2
1 = n2(x2

2 − sy2
2) = n2p ⇒ n = 1.

ª & (x1, y1), (x2, y2) h�Z � �G" ��� �^� +�+ $ ')(�- KGª














x =

∣

∣

∣

∣

x1x2 − sy1y2

p

∣

∣

∣

∣

y =

∣

∣

∣

∣

x1y2 − x2y1

p

∣

∣

∣

∣

x, y
L4�^� +�� ��� x2 − sy2 = 1.

¥'> ��n �^� +

 $ (x, y) 	 «

x2 − sy2 = 1.

�� n� �~ (a, b) h ��� ]������ � � x2 − sy2 = 1 � ��� +�� 7 �
� #Oj�k��¦¥
/ �)��� x2 − sy2 = 1

� � ��� +�� (x, y)
� / H�I ��#��

x + y
√

s = (a + b
√

s)n.

�Ow
4.2 � (x, y) h�� ��� x2− sy2 = 1

� � ��� +�� 7 0Gj$kG=�>G� ¬ �M! ��� +
n 	 «

x + y
√

s = (a + b
√

s)n.

15



� j�k��� �~ (x, y) h%��" � L

x + y
√

s = (a + b
√

s)n

��#���� ��� ]������ �^� +��
- � > ��� / x > a > 1; y > b - � n ��� `�a � +
+ $ (x0, y0)

H�I �

x0 + y0

√
s =

x + y
√

s

a + b
√

s

= (x + y
√

s)(a− b
√

s)

= (ax− bys) + (ay − bx)
√

s.

� ª «^¬

x2
0 − sy2

0 = (ax− bys)2 − s(ay − bx)2

= (a2 − sb2)x2 − s(a2 − sb2)y2

= x2 − sy2 = 1.

&��

x0 = ax− bys

=
a2x2 − b2y2s2

ax + bys

=
(a2 − sb2)x2 + sb2(x2 − sy2)

ax + bys

=
x2 + sb2

ax + bys
> 0

y0 = ay − bx

=
a2y2 − b2x2

ay + bx

=
−b2(x2 − sy2) + (a2 − sb2)y2

ay + bx

=
y2 − b2

ay + bx
> 0 (

KGL
y > b)

16



O

x− x0 = −(a− 1)x + bys

=
−(a− 1)2x2 + b2y2s2

(a− 1)x + bys

=
−sb2(x2 − sy2) + [sb2 − (a2 − 2a + 1)]x2

(a− 1)x + bys

=
−sb2 + 2(a− 1)x2

(a− 1)x + bys

=
2(a− 1) + 2(a− 1)sy2 − sb2

(a− 1)x + bys
> 0 (

KGL
a > 1, y > b)

��«






















0 < x0 < x

0 < y0

x2
0 − sy2

0 = 1

x0 + y0

√
s ��" � L (a + b

√
s)n �$#��b-

ª & (x, y) h+��" � L
x + y

√
s = (a + b

√
s)n

�$# �u7�� ��� ]���� � ��� +��6'G( ¢ KOª ¥�/ x2 − sy2 = 1
� � ��� +�� � " �L

x + y
√

s = (a + b
√

s)n

�$#��b- �

,.-
4.1 ���O! ��� +�= � L

n(n + 1)

2
, � ��( n

L
��� +��

�)#��u7 0�, ªG��� + L � � #�+�- j$k�� � h�� � #�+87 �4h3;$< 
 �	+�� ��� +
/ 1 ��@ !�-
,.-

4.2 1 ���O! ��� + n 	 « � n �G¥�/ ��K +$� 
 � 6 
 � (n + 3)2 -
	�
�� + �

� ABCDEF h �O! 
�� ����#S7 �

AB//DE,BC//EF,CD//FA.

jEk�� � � # ACE &�� ��# BDF � � � "-
�-
1 ���

n = pq ���
	 p � q ��
��������

17



��� .

���G¥�/�� ��h ��� +�� � � ��& � ���GN��
� � #u-
����� � � t

� l + ��m ����� ��/��M!�& abc "�#�7�9��$8 � -c3O!�8 � & @YA �B"�P 7
	 4 H
I � H�� f(x) & g(x)

L + Q1+ @MA ��� ��� f(x)3 − g(x)2 6= 0 7 0 �
� /

deg(f(x)3 − g(x)2) ≥ 1

2
deg f(x) + 1.

� X�h ��"3�
� 
�����,Oj�k
3G!�� � �08 ��� �

18



5
�������

5.1 ���
	 ����

����$ / ��� π = 3.141592653 · · · O � >���+ e = 2.718281828 3�ZM! U +�9�����-S�ª 5 T 7���/��G!�9�/ � ����� U + γ h ��� 2 � ! _����

γ = lim
n→∞

(

1

1
+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
− lnn

)

.
= 0.577215 · · · .

H�� ? *)+�6
1

1
+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

� *�7:¨s© F �'©�*�+ � ~ ª �'©�*�+ L bn/an ��- ��� ¥�� ¬ ������h an 9)-�-
� ���� "! � ¬�
�# 7 � 	�h � ��$�% 7 ��9�;V<'&%'�$�%��"M)(87 	*$�% J�+�- Kª #�i�C���,��.-���*�+ bn/an ����9+��/$�?I 3b7 �4 �0�+�� �1�1�"1 � - I �M!
�1.�g�h�243��'5��1�
,�_7698�3G!�:Gi �
*�+�-�n ª 5 � 7 �
� q4? � +7�;5$�=<> 7 �4? ��*
+���5.-? �~ a

b
, c

d
h'ZM!�*�+�- H�� *
+�� a

b
− c

d
� *
6�¥ « ���V©

*)+$��*�@ � L 3 �7A�+ ¢CB h�*�J.D'h 3 ��A�+87 0 �
�"E L H�I �
���
a

b
≡ c

d
(mod 3).

� H
1

4
≡ −1

5
(mod 3),

3�h KOL
1

4
+

1

5
=

9

20
.

�
363

140
≡ 0 (mod 3),

761

280
≡ −1 (mod 3),

3�h KOL
363

140
− 0 =

3 · 121
140

,
761

280
+ 1 =

1041

280
=

3 · 347
280

.

�RtS7:9^;V<'F*G
1

1
+

1

2
≡ 0 (mod 3),

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
≡ 0 (mod 3),

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
≡ −1 (mod 3).

3���!�*)+��H5���J"IKJ ��� � *)+ b2/a2, b7/a7 ��*L@ a2, a7 ��h 3 ��A�+ ¢ *�J
b2, b7 D'h 3 ��A�+87 £ a8, b8

� ��h 3 �7A�+�-
� -

5.1 ~ n
L4��� +���%

1

1
+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
=

bn

an

,

��( an, bn

L �$3�� ��� +�- � 
 � ¥�/ n �HK�	 « 3 | bn -
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� � k���� E � «�� p^ZB! F�� � ��� + L n = 2, 7 � n = 8 � F�� 7 �
1

1
+

1

2
=

3

2
,

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
=

363

140
,

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
=

761

280
.

 �~ I �O! F�� � ��� + n = 3q + j > 8 (0 ≤ j < 3; q ≥ 3) - KGL

1

1
+

1

2
≡ 1

4
+

1

5
≡ 1

7
+

1

8
≡ · · · ≡ 0 (mod 3)

¥'>
1

1
+

1

2
+ · · ·+ 1

n
≡ 1

3
(
1

1
+

1

2
+ · · ·+ 1

q
) +

1

3q + 1
+ · · ·+ 1

3q + j
(mod 3).

KOª
1

1
+

1

2
+ · · ·+ 1

q

��*�J�� L 3 �7A�+*14=�" F�� 7 � q = 7
«

1

1
+

1

2
+ · · ·+ 1

n
≡ 1

3

(

363

140

)

+
1

21 + 1
+ · · ·+ 1

3q + j
(mod 3)

≡ −1 +
1

21 + 1
+ · · · + 1

3q + j
(mod 3).

��©�< E � « j = 1 7 � n = 22 �^k � � ��� n = 23 � F�� -� ���*N�����,G~ I �O! F�� � �^� + L n = 3q + j > 23 (0 ≤ j < 3; q ≥ 8) - KL
1

1
+

1

2
+ · · · + 1

n
≡ 1

3

(

1

1
+

1

2
+ · · ·+ 1

q

)

+
1

3q + 1
+ · · ·+ 1

3q + j
(mod 3),

¥'>��Rt « q = 22 7 �
1

1
+

1

2
+ · · · + 1

n

≡ 1

3

(

1

1
+

1

2
+ · · ·+ 1

22

)

+
1

66 + 1
+ · · · + 1

66 + j
(mod 3)

≡ 1

3

(

1

1
+

1

17
+

1

2
+

1

16
+

1

4
+

1

14
+

1

5
+

1

13
+

1

7
+

1

11
+

1

8
+

1

10

)

+
1

3

(

1

19
+

1

20
+

1

22

)

+
1

3

(

1

3
+

1

6
+

1

9
+

1

12
+

1

15
+

1

18
+

1

21

)

+
1

66 + 1
+ · · · + 1

66 + j
(mod 3)

≡ 1

9

(

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7

)

+
1

3

(

1

19
+

1

20
+

1

22

)

+
1

66 + 1
+ · · ·+ 1

66 + j
(mod 3).

20



�
1

1
+

1

2
+ · · · + 1

n
≡ 1

66 + 1
+ · · ·+ 1

66 + j
(mod 3).

�

j = 0 ⇒ 1

1
+

1

2
+ · · · + 1

66
≡ 1 (mod 3)

j = 1 ⇒ 1

1
+

1

2
+ · · · + 1

67
≡ 2 (mod 3)

j = 2 ⇒ 1

1
+

1

2
+ · · · + 1

68
≡ 1 (mod 3)

�
j K�� ��n.- � � n = 2, 7, 22 �
! ��� + ��� ¥�� - �

5.2 � ����� �	�	
��

n�j�k I ! � t�5 � 7 ��� q ��
 �4!���� FS(n) - ~ S h ��U�9 34+�¥%2 F ���
!�� � 7 ��+ FS(n) h���¥�/ ≤ n ����3 K + �	�Rn S � ��� +��O!�+�-? �~�� �
S �1���O!�+ � L / 2 !87 KOL ��! ��� + x ��= � L x = sm2 ≤ n 7 �E( s �
/ 

� K J 7:¥'> �
� /

FS(n) ≤ 2|S|
√

n.

�Ow
5.1 jEk

∑

p h�34+
1

p

7�8�-
� � k��� �~

∑

p h�34+
1

p

h������
7 0�� ��n��O! ��� + n0 	
«
∑

p h$3/+ , p>n0

1

p
<

1

2
.

� n3% n0 ≤ n � S
��� ¥�/ ≤ n0 � 3/+�¥!2 F ��� � - `�a ��� + m(1 ≤ m ≤ n)

� m ��/%�4n S � 3 K + ¢ 34N�J�� m �O!�+^/
n− FS(n) ≤

∑

3/+ p>n0

[

n

p

]

≤
∑

3/+ p>n0

n

p
<

n

2
!�-

KMª «�¬
n
2
≤ FS(n) ≤ 2|S|

√
n ≤ 2n0−1

√
n 7 � √

n ≤ 2n0

¢ KML
n0 h�� � �
7 J n 


-&L
g�� Af1G')(�- KOª
∑

p h�34+
1

p

7�8�- �
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,.-
5.1 ~ n

L4��� +���%
1

1
+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
=

bn

an

,

��( an, bn

L �$3�� ��� +�- � 
 � n �$K�	 « 5 | bn -
,.-

5.2 ~ n
L4��� +�� n > 1 - ��j�k

1

1
+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

� L
��� +�-
,.-

5.3 ~ n
L4��� +�� n > 1 - ��j�k

1

1
+

1

3
+

1

5
+ · · ·+ 1

2n− 1

� L
��� +�-
	�
�� + �

H  b� O-ABC h���! � � � �'� � L BC = a,OA = a′;AC = b,OB = b′;AB =

c,OC = c′ - ��jEk��
a + a′, b + b′, c + c′

=52 F �O! � ��#�������� � -

A C

B

O

��� .

~ n
L
��� +87���j�k

(

n

0

)

+

(

n

3

)

+

(

n

6

)

+

(

n

9

)

+ · · ·

� L 3 �7A�+.-

*)+2,/.

22



~ n
L
��� +���%

1

1
+

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
=

bn

an

,

��( an, bn

L ��3
� �^� +�-ch���/ 1 ��@ ! �^� + n 	 «

11 | bn.

T � E � � � 7�����/ 1 ��@ ! ����� n
� ����4 8��u-

;	��
 �
� �'5 � t

~ p h��O!�� ��� � "Oj�k��
p−1

2
∑

k=1

(−1)k−1

k
≡

p−1
∑

k=1

1

k · 2k
(mod p).

�����������
[ 3p

4
]

∑

k=1

(−1)k−1

k
≡

p−1

2
∑

k=1

1

k · 2k
(mod p).
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