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1 ���������������������

�����������X�Y���������x�y ���������x��

�y�x���������y = f(x)���y�x������

f(x) = x2 + 2

f(x) = sin x + tan x

f(x) = x log x

f(x) = 2x

��x������������x �������������(��3.3)��1.1 a - f ��

�������������

x

�1.1e� 1�x

O

x

�1.1f� log x

O 1

x

�1.1c� �x�a�

O a
x

�1.1d� sin x

O

x

�1.1a� x

O
x

�1.1b� x2

O
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���������	
�	��f(x) ������������(��1.1b, c, e) ����

�����Æ���(��1.1d, f)���
�����������(�x ������)��

��������������1.1a�f(x) = x ������������
�����

����������������

x

y

p1

p3

p2

y1

y3

y2

x1 x3 x2

Q

��1.2����������������

��1.1 ����y = f(x)�x ∈ (a, b) ������������	�y = f(x)���P1�P2

���P1�P2�����	�P1�P2��
�y = f(x)������	�0 ≤ λ ≤ 1

f(λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λf(x1) + (1 − λ)f(x2) (1)

����1.2����x3 = λx1 + (1 − λ)x2 ��(1)��

f(x3) ≤ λy1 + (1 − λ)y2 = y3�

�Q��	P��

������f(x), x ∈ (a, b)�������
��x1, x2 ∈ (a, b), 0 ≤ λ ≤ 1���

f(λx1 + (1 − λ)x2) ≥ λf(x1) + (1 − λ)f(x2) (2)

����

�1.1 ��f(x) = x2�x ∈ R��������

� ��(1)���������	�x1, x2 ∈ R�0 ≤ λ ≤ 1

(λx1 + (1 − λ)x2)
2 ≤ λx2

1 + (1 − λ)x2
2� (3)

����(3)��	�(3)�λ(1 − λ)(x1 + x2)
2 ≥ 0 ����(3)������f(x) =

x2������

������(1)��������	
�����������

2



��1.1 �y = f(x), x ∈ (a, b)���������

(i) �	�(a, b)�����x1, x2, x3��x1 < x2 < x3��f(x2)�	����	f(x1)�f(x3)�



(ii) �	�x1, x2 ∈ (a, b)

f

(
x1 + x2

2

)
≤ 1

2
[f(x1) + f(x2)]�

�f(x)������

��������	�������������	��������
�������

��1.1�(i)��	���������������f(x) = x3, x ∈ (0,∞)����

�f(x) = 1
x
, x ∈ (0,∞)��������Ǳ��f(x) = x2, x ∈ (−∞,∞)�(i)�������

�(ii)��������������

�������������������������	
�����	
��

��1.2 �f(x)�x ∈ (a, b)��������y = −f(x)���������������

�1.2 ��f(x) = sin x, x ∈ (0, π)�����

� �x1, x2 ∈ (0, π)��−π < x1 − x2 < π, 0 < cos x1−x2

2
< 1��

1

2
(sin x1 + sin x2) = sin

x1 + x2

2
cos

x1 − x2

2
≤ sin

x1 − x2

2
(4)

��sin x�x ∈ (0, π)���x = π/2����
��f(x) = − sin x�����1.1�(i)�

�(4)�	�������1.1�(ii)��− sin x������f(x) = sin x�����

����������	������������������������� �

����!�����������

2 ������(Schur)������

�
��
���	�	���������"���#	����	���	(Schur)�1923�


����������������$������������������%�


�������������	�������

�������������������������������f(x)������

����x > y�
&f(x) > f(y)����

sin
θ

2
≤ sin θ 0 < θ <

π

2
; 3 log 3 ≥ 2 log 2

��	��Ǳ��������������x1, x2, . . . , xn ��	Ǳ	�������

�“��'”�(����������������x ≤ y�f(x) ≤ f(y)�����

�!
�������X,Y, Z��������'��x, y, z ������)��

X = (x1, x2, . . . , xn), Y = (y1, y2, . . . , yn), Z = (z1, z2, . . . , zn)
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��2.1 ��(x(1), x(2), . . . , x(n))���x1, x2, . . . , xn���*x(1) ≥ x(2) ≥ · · · ≥ x(n)��(x(1), x(2), . . . , x(n))�

��
��X = (x1, x2, . . . , xn) ��������

��(1,−2, 4, 3, 6, 3)������(6, 4, 3, 3, 1,−2)�����	+������(��

��2.2 �(Y ≺ X)

�x(1) ≥ x(2) ≥ · · · ≥ x(n), y(1) ≥ y(2) ≥ · · · ≥ y(n),����
�X = (x1, x2, . . . , xn), Y =

(y1, y2, . . . , yn)�������

y(1) ≤ x(1)

y(1) + y(2) ≤ x(1) + x(2)

...

y(1) + y(2) + · · · + y(n−1) ≤ x(1) + · · · + x(n−1)

y(1) + y(2) + · · · + y(n) =
n∑

i=1

yi =
n∑

i=1

xi = x(1) + x(2) + · · · + x(n).

�����X	
	��Y�
Y ≺ X����

��X = (1, 2, 3), Y = (2.5, 1.2, 2.3)�����

3 > 2.5

3 + 2 > 2.5 + 2.3

3 + 2 + 1 = 2.5 + 2.3 + 1.2

���X	
	�Y���Y ≺ X�

�2.1 �X = (x1, x2, . . . , xn)��
��*�x̄ = (x1 + x2 + · · ·+ xn)/n��Y = (x̄, x̄, . . . , x̄)�

��n�x̄�����Y ≺ X�

� 	��
∑

xi =
∑

yi = nx̄��x(1) ≥ x(2) ≥ · · · ≥ x(n)��X�������

x(1) =
1

n
(x(1) + · · · + x(1)) ≥ 1

n
[x(1) + x(2) + · · · + x(n)] = x̄

x(1) + x(2) =
1

n
[x(1) + x(2) + x(1) + x(2) + · · · + x(1) + x(2)]

≥ 1

n
(x(1) + x(2) + x(1) + x(2) + 2x(3) + · · · + 2x(n))

= 2x̄
...

�	��

x(1) + x(2) + · · · + x(k)

=
1

n
[k(x(1) + · · · + x(k)) + (n − k)(x(1) + x(2) + · · · + x(k))]

≥ 1

n
[k(x(1) + · · · + x(k)) + k(x(k+1) + · · · + x(n))] = kx̄
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�Y ≺ X�������
	����������������-��

��2.1 �X = (x1, x2, . . . , xn), Y = (y1, y2, . . . , yn)��
���*X�Y����)�����

��
�i�j��(xk = yk�k = i�j)����(i)�(ii).�/����

(i) X ≺ Y

(ii) ����0 < λ < 1�*yi = λxi + (1 − λ)xj

yj = (1 − λ)xi + λxj

� �i�j	�	��
��������x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xi ≥ · · · ≥ xj ≥ · · · ≥ xn ��

��0(i)��(ii)�

���i, j�
��x, y���Y ≺ X ����

xi > yi xi + xj = yi + yj

�xi > yi ≥ yj > xj���

λ =
yi − xi

xi − xj

�1 > λ > 0	��	���(ii)�

��(ii)����0	�i�
x, y�����k < i ���

x1 + x2 + · · · + xk = y1 + y2 + · · · + yk

��k = i�

y1 + y2 + · · · + yi = x1 + · · · + xi−1 + λxi + (1 − λ)xj

≤ x1 + · · · + xi−1 + λxi + (1 − λ)xi

= x1 + x2 + · · · + xi

��������	k ≤ j������(��yi + yj = xi + xj)�!�����

��2.2 �
��X = (x1, x2, . . . , xn), Y = (y1, y2, . . . , yn)*X�Y����Y ≺ X����	

�	����Z = (z1, z2, . . . , zn)���������

(i) Y ≺ Z ≺ X(Y ≺ Z*Z ≺ X)

(ii) Z�Y�X�Y�1������)�

(iii) Z�X������)����

� �!������X,Y����	������X,Y Æ������X : x1 ≥ x2 ≥
· · · ≥ xn, Y : y1 ≥ y2 ≥ · · · ≥ yn�Y ≺ X��

∑
xi =

∑
yj���xi�yi�����
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����k��xk > yk����l, xl < yl��i����k�xk > yk����j��'

�l > ixl < yl�����X,Y�i, j ��������

X : x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xi−1 ≥ xi ≥ xi+1 ≥ · · · ≥ xj−1︸ ︷︷ ︸ ≥ xj ≥ xj+1 ≥ · · · ≥ xn

∨ ���� ∧
Y : y1 ≥ y2 ≥ · · · ≥ yi−1 ≥

︷ ︸︸ ︷
yi ≥ yi+1 ≥ · · · ≥ yj−1 ≥ yj ≥ yj+1 ≥ · · · ≥ yn

�k = i + 1, i + 2, . . . , j − 1�yk = xk(��i��2��j�3�)��

δ = min(xi − yi, yj − xj)

λ =
δ

xi − xj

0	xi > yi ≥ yj > xj�	�0 < λ < 1��zk�xkk = i, j����

zi = xi − δ, zj = xj + δ

0λ���	�

zi = xi − δ = xi − λ(xi − xj) = (1 − λ)xi + λxj

zj = xj + δ = λxi + (1 − λ)xj

0��2.1��Z ≺ X��Z�Xi, j�
��)������δ�	��	xi −
yi�yj − xj��	���

k∑
t=1

zt ≥
k∑

t=1

yt k = 1, 2, . . . , n − 1

�
∑n

t=1 zt =
∑n

t=1 xt =
∑n

t=1 yt �Y ≺ Z�(i)�����δ�����δ = xi − yi �

�zi = yi��δ = yj − xj�zj = yj�(ii)����X�Zi, j�
����(iii)����

� �!������	�	Z1, Z2, . . . , Zs(s ≤ n) �����

(i) Y = Z0 ≺ Z1 ≺ Z2 ≺ · · · ≺ Zs ≺ Zs+1 = X�

(ii) 
�Zi�Zi+1��(i = 0, 1, 2, . . . , s)�������)��

� �X�Y����n����)��0��(ii)�s ≤ n�����	
��!
�4�

����

��2.3 (�	��)f(x)�����[a, b]����������X = (x1, x2, . . . , xn), Y =

(y1, y2, . . . , yn)���)���[a, b]�����Y ≺ X��

n∑
k=1

f(yk) ≤
n∑

k=1

f(xk)� (1)
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� 0��2.2��������Y�X����)������� ��(����	

0Z1, Z2, . . . , Zs�����)��xi, xj�yi, yj�����������(1)���

f(yi) + f(yj) ≤ f(xi) + f(xj) (2)

�Y ≺ X�0��2.1����	
�	��0 < λ < 1�*

yi = λxi + (1 − λ)xj

yj = (1 − λ)xi + λxj

0f(x)�����

f(yi) + f(yj) = f(λxi + (1 − λ)xj) + f((1 − λ)xi + λxj)

≤ λf(xi) + (1 − λ)f(xj) + (1 − λ)f(xi) + λf(xj)

= f(xi) + f(xj)

�(2)���

��������2.3�5����

�2.2 �f(x) = log x, 0 < x < ∞���(!
��1)��g(x) = −f(x)�x ∈ (0,∞)���

���0�2.1�(x̄, x̄, . . . , x̄) ≺ (x1, x2, . . . , xn)��0��2.3	�

n∑
i=1

(− log x̄) ≤ −
n∑

i=1

log xi (xi > 0, i = 1, 2, . . . , n)

�

x̄ ≥
(

n∏
i=1

xi

) 1
n

��������6�������

�2.3 �f(x) = 1/x�����(!
��1)�

n∑
i=1

1

x̄
≤

n∑
i=1

1

xi

xi > 0


∑n

i=1
1
xi

≥ n
x̄

�2.4 �n��0 ≤ xi < 1*
∑n

i=1 xi = 1 ���

n∑
i=1

xi

1 − xi

≥ n

1 − n
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� ����f(x) = x
1−x
��0 < x < 1����������,��	�

f

(
1

2
(x1 + x2)

)
≤ 1

2
[f(x1) + f(x2)]


(x1 + x2)/2

1 − (x1 + x2)/2
≤ 1

2

(
x1

1 − x1

+
x2

1 − x2

)
�(x1 + x2)

2 − 4x1x2 ≥ 0������f(x)�������x̄ = 1
n
��

(
1
n
, 1

n
, . . . , 1

n

) ≺
(x1, x2, . . . , xn)�0��2.3	�

n∑
i=1

xi

1 − xi

≥ n · 1/n

1 − (1/n)
=

n

1 − n
�

�2.5 xi, i = 1, 2, . . . , n�n�
��a������x̄ =
∑

xi/n���

n∑
i=1

|xi − a| ≥ n|x̄ − a|

� 	���0	f(x) = |x − a|�����(x̄, x̄, . . . , x̄) ≺ (x1, x2, . . . , xn)�

�2.6 0�2.1�sin x�x ∈ (0, π) ���������������
A,B,C�����

���	��� (π

3
,
π

3
,
π

3

)
≺ (A,B,C) ≺ (π, 0, 0)

�0 ≤ sin A + sin B + sin C ≤ 3 sin π
3

= 3
√

3
2
� �1 ≤ sin A

2
+ sin B

2
+ sin C

2
≤ 3 sin π

2
= 3

2
�

�2.7 �f(x) = log sin x, 0 < x < π��f(x)����	0sin x1 sin x2 ≤ sin2 x1+x2

2
cos(x1−

x2) ≤ 1 ���0	
(

π
3
, π

3
, π

3

)
	��

log sin A + log sin B + log sin C ≤ log
(
sin

π

3

)3

sin A sin B sin C ≤ 3
√

3
8
�

�	�����	
�			���!���������!	!��"��Marshall�Olkin


�” Inequalities: Theory of Majorization and Its Applications ”1979��Academic Press���
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1. ������������

(i) f(x) = x,−∞ < x < ∞�
(ii) f(x) = |x − a|,−∞ < x < ∞�
(iii) f(x) = 1/x, 0 < x < ∞�
(iv) f(x) = log x, 0 < x < ∞�

2. a, b, c��7���x = b + c − a, y = x + a − b, z = a + b − c���

abc(xy + yz + zx) ≥ xyz(bx + ca + ab)

3. 0 < xi < 1, i = 1, 2, . . . , n*
∑n

i=1 xi = 1���

(i)
∏n

i=1

(
1+xi

1−xi

)
≥ (

n+1
n−1

)n

(ii)
∏n

i=1

(
1 + 1

xi

)
≥ (n + 1)n

(iii)
∏n

i=1

(
1 − 1

xi

)
≥ (n − 1)n

[�:(i)�1975��Klamkin
��(ii)�(iii)�1970�
�]

4. �(x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn)���
���x(1) ≥ x(2) ≥ · · · ≥ x(n), y(1) ≥ y(2) ≥
· · · ≥ y(n),�������������

n∑
i=1

|xi − yi| ≤
n∑

i=1

|x(n) − y(n−i+1)|

5. �������n����
7n��������

6. xi > 0, i = 1, 2, . . . , n��

y1 =
x1 + x2

2

y2 =
x2 + x3

2
...

yn−1 =
xn−1 + xn

2

yn =
xn + x1

2

��y1 · y2 · · · yn ≥ x1 · x2 · · ·xn (�����1969�Daykin

��)
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7. a, b, c�a′, b′, c′�������������a′, b′, c′ ��	min(a, b, c)�max(a, b, c)�

����a′, b′, c′
�����a, b, c
�������

8. ���������A,B,C�

(i)
√

2 ≤ sin A
2

+ sin B
2

+ sin C
2
≤ 3

2

(ii) 1 ≤ cos A + cos B + cos C ≤ 3
2

(iii) 1
2
≤ cos A

2
cos B

2
cos C

2
≤ 3

√
3

8

(iv) 2 ≤ sin A + sin B + sin C ≤ 3
√

3
2
�

�����(9-12)��A,B,C���������a, b, c������s��8�

��∆�����r��9�8��ra, rb, rc��9��8���ha, hb, hc�����

��

9. ��

(i) abc ≤ 1
8
(a + b)(b + c)(c + a)

(ii) 1
s−a

+ 1
s−b

+ 1
s−c

≥ 9
s

(iii) abc ≥ 8(s − a)(s − b)(s − c)

10. ��

hahb + hbhc + hcha ≤ rarb + rbrc + rcra

(�:�����1966��Nasser

�)

11. ��
√

s ≤ √
s − a +

√
s − b +

√
s − c ≤ √

3s

12. ��

(i) hahbhc ≥ 27r3

(ii) ha + hb + hc ≤ 9r

(iii) 1
ha−2r

+ 1
hb−2r

+ 1
hc−2r

≥ 3
r

(1966 Bokov
�)

(iv) ha+r
ha−r

+ hb+r
hb−r

+ hc+r
hc−r

≥ 6 (1965 Cosnita �Turtoiu
�)

:
���

���, �	�(1982)����(��
)�����;<�pp. 79-93.

10


